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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
ðåçîíàíñîâ ïðè íàëè÷èè èíòåðôåðåíöèè ñ ïðîèçâîëüíûìè ôàçàìè. Äëÿ
ñëó÷àÿ äâóõ ðåçîíàíñîâ íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ
è òðåõ ðåçîíàíñîâ ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïîäòâåðæäàþùèå
íåîäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ.

On the ambiguity of the parameters
of interfering resonances

A.D. Bukin
Budker Institute of Nuclear Physics

630090, Novosibirsk, Russia

Abstract

In the paper a problem of ambiguity of the resonance parameters determination
is considered under the condition of resonances interference with arbitrary
phases. For the case of two resonances the analytical solution is derived,
numeric experiments for the cases of two and three resonances are analyzed,
which con�rmed ambiguity of resonance parameters determination.
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1 Ââåäåíèå
Îäíîé èç òèïè÷íûõ çàäà÷ ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ íåñêîëüêèõ ðåçîíàíñîâ â ïðåäïîëîæåíèè
èõ èíòåðôåðåíöèè ñ ïðîèçâîëüíûìè ôàçàìè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì èç-
ìåðåíèÿì ñå÷åíèÿ êàêîãî-ëèáî ïðîöåññà. ×àñòî áûâàåò, ÷òî äëÿ ïàðàìåò-
ðîâ ðåçîíàíñîâ ñî ñâîáîäíîé ôàçîé èíòåðôåðåíöèè íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî
ïî÷òè ðàâíîïðàâíûõ ðåøåíèé. Â ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàçîáðàòü-
ñÿ â ýòîé ïðîáëåìå áîëåå ïîäðîáíî íà ïðîñòîì ïðèìåðå.

2 Èíòåðôåðåíöèÿ äâóõ ðåçîíàíñîâ ñ ïðîñòîé
ôîðìîé àìïëèòóäû

Ðàññìîòðèì ïðîñòîå ñå÷åíèå ïðîöåññà

σ(E) =

∣∣∣∣∣
A

E −m1 + iΓ1
2

+
B

E −m2 + iΓ2
2

∣∣∣∣∣

2

, (1)

ãäå A,B � íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, m1,m2, Γ1, Γ2 � íàáîð äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ñíà÷àëà ðàçáåðåìñÿ, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ñîâåðøåííî îäèíàêîâóþ
ôóíêöèþ ñå÷åíèÿ îò ýíåðãèè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Äâå
òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè äîëæíû èìåòü è òîæäåñòâåííûå Ôóðüå-îáðàçû.
Äëÿ ýòîé ôóíêöèè Ôóðüå-îáðàç [1] ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

φ(t) =
+∞∫
−∞

σ(E)eitE dE =

= 2π





[
A∗A
Γ1

+ iA∗B
m1−m2+

i
2 (Γ1+Γ2)

]
eit(m1+

iΓ1
2 )+

+
[

iB∗A
m2−m1+

i
2 (Γ1+Γ2)

+ B∗B
Γ2

]
eit(m2+

iΓ2
2 ), t > 0,

[
A∗A
Γ1

− iAB∗

m1−m2− i
2 (Γ1+Γ2)

]
eit(m1− iΓ1

2 )+

+
[
− iBA∗

m2−m1− i
2 (Γ1+Γ2)

+ B∗B
Γ2

]
eit(m2− iΓ2

2 ), t < 0

(2)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ

σx(E) =

∣∣∣∣∣
Ax

E −m1x + iΓ1x

2

+
Bx

E −m2x + iΓ2x

2

∣∣∣∣∣

2

(3)

áûëà ðàâíà σ(E) â êàæäîé òî÷êå E, î÷åâèäíî, äîëæíû áûòü ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

m1x = m1, Γ1x = Γ1,

A∗xAx

Γ1x
+ iA∗xBx

m1x−m2x+ i
2 (Γ1x+Γ2x)

= A∗A
Γ1

+ iA∗B
m1−m2+

i
2 (Γ1+Γ2)

,

m2x = m2, Γ2x = Γ2,

iB∗xAx

m2x−m1x+ i
2 (Γ1x+Γ2x)

+ B∗xBx

Γ2x
= iB∗A

m2−m1+
i
2 (Γ1+Γ2)

+ B∗B
Γ2

.

(4)

Åñòåñòâåííî, çäåñü äîëæíî áûòü èñïîëüçîâàíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
óïîðÿäî÷åííîñòè ìàññ, èíà÷å ïîëó÷àþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ðåøåíèÿ, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ ïðîñòî ïåðåñòàíîâêîé ðåçîíàíñîâ.

Äëÿ àìïëèòóä Ax, Bx ó íàñ åñòü ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ íåèç-
âåñòíûìè (îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé).
Îäíàêî, óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûå, ïîýòîìó âîçìîæíû íåñêîëüêî ðåøåíèé.
Àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ôàç íå îïðåäåëåíû, ñìûñë èìåþò òîëüêî îòíîñè-
òåëüíûå ôàçû. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîëîæèòü, íàïðèìåð, ÷òî Ax ÿâëÿåòñÿ
äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, à Bx îïðåäåëÿåò èõ îòíîñèòåëüíóþ ôàçó, èëè â
äðóãîì âàðèàíòå:

Ax = |Ax| eiψ, Bx = |Bx| e−iψ,

Åñëè ïðèíÿòü ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå, òî

Ax = axeiψx , Bx = bxe−iψx , A = aeiψ, B = be−iψ, (5)

ãäå a, b, ψ, ax, bx, ψx � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
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Òåïåðü ìîæíî íàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:




a2
x

Γ1
+

axbx·[ cos(2ψx)
2 (Γ1+Γ2)+(m1−m2) sin(2ψx)]
(m1−m2)

2+(Γ1+Γ2
2 )2 =

= a2

Γ1
+

ab·[ cos(2ψ)
2 (Γ1+Γ2)+(m1−m2) sin(2ψ)]

(m1−m2)
2+(Γ1+Γ2

2 )2

b2x
Γ2

+
axbx·[ cos(2ψx)

2 (Γ1+Γ2)−(m2−m1) sin(2ψx)]
(m1−m2)

2+(Γ1+Γ2
2 )2 =

= b2

Γ2
+

ab·[ cos(2ψ)
2 (Γ1+Γ2)−(m2−m1) sin(2ψ)]

(m1−m2)
2+(Γ1+Γ2

2 )2

axbx·[(m1−m2) cos(2ψx)− sin(2ψx)
2 (Γ1+Γ2)]

(m1−m2)
2+(Γ1+Γ2

2 )2 =

=
ab·[(m1−m2) cos(2ψ)− sin(2ψ)

2 (Γ1+Γ2)]
(m1−m2)

2+(Γ1+Γ2
2 )2

axbx·[(m2−m1) cos(2ψx)+
sin(2ψx)

2 (Γ1+Γ2)]
(m1−m2)

2+(Γ1+Γ2
2 )2 =

=
ab·[(m2−m1) cos(2ψ)+

sin(2ψ)
2 (Γ1+Γ2)]

(m1−m2)
2+(Γ1+Γ2

2 )2

(6)

Î÷åâèäíî, ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ òîæäåñòâåííû, ïîýòîìó äëÿ òðåõ
íåèçâåñòíûõ ax, bx, ψx ìû èìååì òðè óðàâíåíèÿ.

Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå: ax = a, bx = b, ψx = ψ. Ïîïðîáóåì ïðîâåðèòü,
åñòü ëè äðóãèå ðåøåíèÿ. Ñíà÷àëà ïîïðîáóåì èñêëþ÷èòü ψx. Îäíî óðàâ-
íåíèå áåç ψx ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ âû÷èòàíèåì ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé äðóã
èç äðóãà:

a2
x

Γ1
− b2

x

Γ2
=

a2

Γ1
− b2

Γ2
. (7)

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ:

y =
a2

x − a2

Γ1
=

b2
x − b2

Γ2
⇔ ax =

√
a2 + yΓ1, bx =

√
b2 + yΓ2 . (8)
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Òåïåðü äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ψx è y ìû èìååì äâà óðàâíåíèÿ:




axbx ·
[

cos(2ψx)
2 (Γ1 + Γ2) + (m1 −m2) sin(2ψx)

]
=

= ab ·
[

cos(2ψ)
2 (Γ1 + Γ2) + (m1 −m2) sin(2ψ)

]
−

− y ·
[
(m1 −m2)

2 +
(

Γ1+Γ2
2

)2
]
,

axbx ·
[
(m1 −m2) cos(2ψx)− sin(2ψx)

2 (Γ1 + Γ2)
]

=

= ab ·
[
(m1 −m2) cos(2ψ)− sin(2ψ)

2 (Γ1 + Γ2)
]
.

(9)

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ tg(2ψx) ìû ïîëó÷àåì, åñëè ðàçäåëèì óðàâ-
íåíèÿ (9) äðóã íà äðóãà:

Γ1+Γ2
2 +(m1−m2)tg(2ψx)

(m1−m2)− tg(2ψx)
2 (Γ1+Γ2)

=

=
ab·[ cos(2ψ)

2 (Γ1+Γ2)+(m1−m2) sin(2ψ)]−y·
h
(m1−m2)

2+(Γ1+Γ2
2 )2i

ab·[(m1−m2) cos(2ψ)− sin(2ψ)
2 (Γ1+Γ2)]

.

(10)

Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ óäèâèòåëüíî ïðîñòîå:

tg2ψx =
a b sin(2ψ) + (m2 −m1) y

a b cos(2ψ)− y
2 (Γ1 + Γ2)

. (11)

Òåïåðü íàäî ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè ýòî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû (9). Íàäî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

S1 =
axbx·[ cos(2ψx)

2 (Γ1+Γ2)+(m1−m2) sin(2ψx)]
ab·[ cos(2ψ)

2 (Γ1+Γ2)+(m1−m2) sin(2ψ)]−y·
h
(m1−m2)

2+(Γ1+Γ2
2 )2i ,

S2 =
axbx·[(m1−m2) cos(2ψx)− sin(2ψx)

2 (Γ1+Γ2)]
ab·[(m1−m2) cos(2ψ)− sin(2ψ)

2 (Γ1+Γ2)]
.

(12)

Äëÿ èñòèííîãî ðåøåíèÿ äîëæíî áûòü S1 = 1, S2 = 1. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè
ψx ïîëó÷àåì:

S1 = S2 =
axbx cos(2ψx)

ab cos(2ψ)− y
2 · (Γ1 + Γ2)

. (13)

Èç ðàâåíñòâà S1,2 = 1 ïîëó÷àåì
cos(2ψx)

ab cos(2ψ)− y
2 · (Γ1 + Γ2)

=
1

axbx
=

1√
(a2 + yΓ1) (b2 + yΓ2)

, (14)
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à èç âûðàæåíèÿ (11) ïîëó÷àåòñÿ

cos(2ψx)
ab cos(2ψ)− y

2 ·(Γ1+Γ2)
=

= 1r
a2b2+y2·

h
(m1−m2)2+(Γ1+Γ2

2 )2i
+2a b y·[(m2−m1) sin(2ψ)−Γ1+Γ2

2 cos(2ψ)]
.

(15)
Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ y:

y ·
{

y ·
[
(m1 −m2)2 +

(
Γ1+Γ2

2

)2 − Γ1Γ2

]
+

+ 2a b · [(m2 −m1) sin(2ψ)− Γ1+Γ2
2 cos(2ψ)

]− a2Γ2 − b2Γ1

}
= 0.

(16)
Îòñþäà ïîëó÷àåì äâà âîçìîæíûõ ðåøåíèÿ äëÿ y:
y = 0

ax = a, bx = b, tg(2ψx) = tg(2ψ), S1 = S2 = cos(2ψx)
cos(2ψ) .

ßñíî, ÷òî çíà÷åíèÿ sin(2ψx) è cos(2ψx) äîëæíû ïîëíîñòüþ ñîâïàäàòü ñ
sin(2ψ) è cos(2ψ), ñîîòâåòñòâåííî.

y =
a2Γ2+b2Γ1+2ab·[ cos(2ψ)

2 (Γ1+Γ2)+(m1−m2) sin(2ψ)]
(m1−m2)

2+(Γ1−Γ2
2 )2

ax =
√

a2 + yΓ1, bx =
√

b2 + yΓ2, (17)

cos(2ψx) =
ab cos(2ψ)− y

2 (Γ1 + Γ2)
axbx

, (18)

sin(2ψx) =
ab sin(2ψ) + (m2 −m1)y

axbx
. (19)

Åñëè ôîðìàëüíî ïîäñòàâèòü ýòî ðåøåíèå, òî ðåçîíàíñíûå êðèâûå ïîëó÷à-
þòñÿ òîæäåñòâåííûå. Îäíàêî, ïîïóòíî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåêîòîðûå
óñëîâèÿ, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áûëî ïðèåìëåìûì:

1. y ≥ − a2

Γ1
⇐⇒ a2

x ≥ 0,

2. y ≥ − b2

Γ2
⇐⇒ b2

x ≥ 0,

3. |cos(2ψx)| ≤ 1,

4. |sin(2ψx)| ≤ 1.

9



Ðàññìîòðèì

a2
x = a2 + Γ1y =

=
b2Γ2

1+a2·
h
(m1−m2)

2+(Γ1+Γ2
2 )2i

+2abΓ1·[ cos(2ψ)
2 (Γ1+Γ2)+(m1−m2) sin(2ψ)]

(m1−m2)
2+(Γ1−Γ2

2 )2 =

=

�
a
q

(m1−m2)
2+(Γ1+Γ2

2 )2
+bΓ1 sin

�
2ψ+arctg

Γ1+Γ2
2(m1−m2)

��2
(m1−m2)

2+(Γ1−Γ2
2 )2

+
b2Γ2

1 cos2
�
2ψ+arctg

Γ1+Γ2
2(m1−m2)

�
(m1−m2)

2+(Γ1−Γ2
2 )2 ≥ 0.

(20)
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b2

x ≥ 0. Ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ ïðî-
ùå âñåãî äîêàçûâàþòñÿ ïðîâåðêîé, ÷òî ïîëó÷åííûå ïî ñâîèì ôîðìó-
ëàì sin(2ψx) è cos(2ψx) óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå Ïèôàãîðà cos2(2ψx) +
sin2(2ψx) = 1.

Èòàê, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, êîòîðîå îçíà÷àåò: ëþáîé ïàðå ðåçîíàíñîâ
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äðóãóþ ïàðó ðåçîíàíñîâ ñ òàêèìè æå
ìàññàìè è øèðèíàìè, íî äðóãèìè àìïëèòóäàìè è ôàçàìè, òàêèìè ÷òî
ðåçîíàíñíûå êðèâûå ñ ó÷åòîì èõ èíòåðôåðåíöèè áóäóò òîæäåñòâåííû.

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ èíòåð-
ôåðåíöèè ðåçîíàíñíîé àìïëèòóäû ñ êîìïëåêñíîé êîíñòàíòîé, çàìåíèâ

b → c · iΓ2

2

è óñòðåìèâ Γ2 →∞. Ñå÷åíèå ïðîöåññà ïðè ýòîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

σ(E) =

∣∣∣∣∣
aeiψ

E −m1 + iΓ1
2

+ ce−iψ

∣∣∣∣∣

2

. (21)

Ïîëó÷àåì

y = lim
Γ2→∞

a2Γ2+(c·i Γ2
2 )2

Γ1+a·c·i·Γ2·[ cos(2ψ)
2 (Γ1+Γ2)+(m1−m2) sin(2ψ)]

(m1−m2)
2+(Γ1−Γ2

2 )2 =

= 2iac cos 2ψ − c2Γ1,

ax =
√

a2 + 2iacΓ1 cos 2ψ − c2Γ2
1, cx = c,

tg 2ψx = a sin 2ψ
a cos 2ψ+i y

c
.

(22)
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Ïåðåìåííàÿ y, êîòîðàÿ ðàíüøå ïî îïðåäåëåíèþ äîëæíà áûëà áûòü äåé-
ñòâèòåëüíîé, ñåé÷àñ ñòàëà êîìïëåêñíîé, êàê è ïåðåìåííàÿ ax. Åñëè ïå-
ðåðàñïðåäåëèòü â ýòîì ðåøåíèè ìíèìûå è äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè èëè ñ
ñàìîãî íà÷àëà ðåøèòü çàäà÷ó ñ ñå÷åíèåì âèäà (21), òî ïîëó÷èòñÿ

ax =
√

a2 + 2acΓ1 sin 2ψ + c2Γ2
1 =

√
(cΓ1 + a sin 2ψ)2 + a2 cos2 2ψ,

sin 2ψx = −a sin 2ψ+cΓ1
ax

, cos 2ψx = a cos 2ψ
ax

.

(23)

Ïîñìîòðèì, âî ÷òî ýòî âûëèâàåòñÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, èí-
òåðôåðåíöèè ω- è φ-ìåçîíîâ â êàíàëå e+e− → π+π−π0. Âîçüìåì ïðèáëè-
æåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ: m1 = mω = 782.6, Γω = 8.4,
a = 1, m2 = mφ = 1019.4, Γφ = 4.46, b = 0.1, ψ = − 155◦

2 = −77.5◦.
Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëû, ïîëó÷èì

y = 0.00042; ax = 1.0018; bx = 0.109; ψx = 74.4◦. (24)

Èòàê, ïîëó÷èëàñü ñîâåðøåííî äðóãàÿ ôàçà, à àìïëèòóäû èçìåíèëèñü
ìàëî.

Âîçíèêàåò çàêîííûé âîïðîñ: ýòà íåîäíîçíà÷íîñòü � óíèêàëüíîå ñâîé-
ñòâî èìåííî ýòîé ïðîñòîé ðåçîíàíñíîé ôîðìû, èëè è â áîëåå ñëîæíîì
ñëó÷àå òàêàÿ íåîïðåäåëåíîñòü ôàçû áóäåò èìåòü ìåñòî? Äåëî â òîì, ÷òî
â ðåàëüíîé îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èñïîëüçóþòñÿ ãîðàçäî
áîëåå ñëîæíûå ôîðìóëû äëÿ îïèñàíèÿ ðåçîíàíñíîãî ñå÷åíèÿ.

3 Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ôîðìà àìïëèòóäû
ðåçîíàíñà

Íåìíîãî áîëåå ñëîæíûé âàðèàíò ôîðìóëû Áðåéò-Âèãíåðà (ðåëÿòèâèñò-
ñêèé):

σ(E) =
∣∣∣∣

A

s−m2
1 + iΓ1m1

+
B

s−m2
2 + iΓ2m2

∣∣∣∣
2

, (25)

ãäå s = E2, î÷åâèäíî, îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì, ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî
íåêîòîðîå ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ.

Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî äîáàâëåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùåãî îò
ýíåðãèè, íå ìåíÿåò ðåøåíèÿ.

Îäíàêî, â áîëåå òî÷íîì âàðèàíòå â ýòîé ôîðìóëå âìåñòî êîíñòàíò
Γ1, Γ2 ïîäñòàâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûå âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ôàçîâûå
îáúåìû êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûå åñòü ïåðåõîäû ýòèõ ðåçîíàíñîâ.
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4 Çàâèñèìîñòü øèðèíû ðåçîíàíñà îò ýíåðãèè
Äëÿ ìíîãî÷àñòè÷íûõ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé, òàêèõ êàê π+π−π0, íåò ïðî-
ñòûõ ôîðìóë äëÿ ôàçîâîãî îáúåìà, ïîýòîìó äëÿ íàøåãî óïðàæíåíèÿ âû-
áåðåì áîëåå ïðîñòóþ ôîðìóëó:

Γi → Γi ·
(

s− 4µ2

m2
i − 4µ2

) 3
4

, (26)

ãäå íåêîòîðàÿ ìàññà µ îïðåäåëÿåò ïîðîã ðåàêöèè, òàê ÷òî ïðè s < 4µ2

ñå÷åíèå ðàâíî íóëþ. Íîâîå ñå÷åíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

σ(s) = (s−4µ2)
3
2

s2 ×

×

∣∣∣∣∣∣∣
A

s−m2
1+iΓ1m1·

�
s−4µ2

m2
1−4µ2

� 3
4

+ B

s−m2
2+iΓ2m2·

�
s−4µ2

m2
2−4µ2

� 3
4

∣∣∣∣∣∣∣

2

.

(27)

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè òðóäíî íàéòè Ôóðüå-îáðàç, ÷òîáû ïðèìåíèòü òîò
æå ïðèåì, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ ïðèáëèæåííîé ðåçîíàíñíîé êðèâîé.
Ñäåëàåì çàìåíó:

s = 4µ2 + ρ4, ρ =
(
s− 4µ2

) 1
4 ,

ρ1 =
(
m2

1 − 4µ2
) 1

4 , ρ2 =
(
m2

2 − 4µ2
) 1

4 .

(28)

Çàâèñèìîñòü ñå÷åíèÿ îò íîâîé ïåðåìåííîé âûãëÿäèò òàê:

σ(ρ) = ρ6

(ρ4+4µ2)2
×

×
∣∣∣∣∣

A

ρ4+4µ2−m2
1+iΓ1m1·

�
ρ

ρ1

�3 + B

ρ4+4µ2−m2
2+iΓ2m2·

�
ρ

ρ2

�3

∣∣∣∣∣

2

.

(29)

Íàéòè Ôóðüå-îáðàç ýòîé ôóíêöèè óæå ïîñèëüíàÿ çàäà÷à, åñëè óäàñòñÿ
îïðåäåëèòü âñå åå îñîáûå òî÷êè. Òîëüêî ñíà÷àëà óïðîñòèì ôóíêöèþ, òàê
êàê îáùèé ìíîæèòåëü, íå ñîäåðæàùèé ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, íå âëèÿåò
íà ðåøåíèå çàäà÷è.

Èòàê, èçó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé ρ:

f(ρ) =

∣∣∣∣∣
A

ρ4+4µ2−m2
1+iΓ1m1·

�
ρ

ρ1

�3 + B

ρ4+4µ2−m2
2+iΓ2m2·

�
ρ

ρ2

�3

∣∣∣∣∣

2

. (30)
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16 îñîáûõ òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

ρ4 + 4µ2 −m2
j ± iΓjmj ·

(
ρ

ρj

)3

= 0, j = 1, 2 . (31)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

ρ4 + R1ρ
3 + R2 = 0, (32)

ãäå R1 = ±i
Γjmj

ρ3
j

, R2 = 4µ2 −m2
j = −ρ4

j .
Åñëè ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, òî ïî-âèäèìîìó,

ðåøåíèå áóäåò èìåòü ñëîæíîå âûðàæåíèå. Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü èäåþ
ðåøåíèÿ Ôåððàðè íåïîñðåäñòâåííî ê óðàâíåíèþ (32).

ρ4 + R1ρ
3 + R2 =

(
ρ2 + λ1ρ + λ2

) · (ρ2 + λ3ρ + λ4

)
(33)

Òàêîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, åñëè




λ1 + λ3 = R1

λ2 + λ4 + λ1λ3 = 0
λ2λ3 + λ1λ4 = 0
λ2λ4 = R2

(34)

Èñêëþ÷àåì λ1 λ3:

λ1 =
λ2

λ2 − λ4
R1, λ3 =

λ4

λ4 − λ2
R1. (35)

Äëÿ ïåðåìåííûõ λ2 è λ4 ïîëó÷àþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ:
{

(λ2 + λ4) ·
(
λ2

2 + λ2
4 − 2R2

)−R2
1R2 = 0,

λ2λ4 = R2.
(36)

Åñëè îáîçíà÷èòü λ2 + λ4 = y, òî

λ1 =
y+
√

y2+4ρ4
j

2
√

y2+4ρ4
j

R1,

λ2 = 1
2

(
y +

√
y2 + 4ρ4

j

)
,

λ3 = −y−
√

y2+4ρ4
j

2
√

y2+4ρ4
j

R1,

λ4 = 1
2

(
y −

√
y2 + 4ρ4

j

)
,

(37)
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à y äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

y3 − 4R2y −R2
1R2 = 0. (38)

Çäåñü òàêæå óäîáíåå íå ïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâûìè ôîðìóëàìè, à èñïîëü-
çîâàòü èäåþ ðåøåíèÿ Êàðäàíî äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè [1]:

y = α + β =⇒ α3 + β3 + (α + β) · (3αβ − 4R2)−R2
1R2 = 0. (39)

Ïîëàãàÿ β = 4R2
3α , ïîëó÷èì

α6 −R2
1R2α

3 +
(

4R2

3

)3

= 0, (40)

α = 3

√
1
2R2

1R2 +

√(
R2

1R2

2

)2

− (
4R2
3

)3
,

β = 3

√
1
2R2

1R2 −
√(

R2
1R2

2

)2

− (
4R2
3

)3
.

(41)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ R1, R2, ïîëó÷àåì

α = 3

√
Γ2

jm2
j

2ρ2
j

+

√(
Γ2

jm2
j

2ρ2
j

)2

+
(

4ρ4
j

3

)3

=

= ρ2
j

3

√
Γ2

jm2
j

2ρ8
j

+

√(
Γ2

jm2
j

2ρ8
j

)2

+
(

4
3

)3
.

(42)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî α > 0, β < 0, y > 0, λ2 > 0, λ4 < 0 � äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà, λ1, λ3 � ìíèìûå ÷èñëà.

Äâà êîðíÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

ρ2 + λ1ρ + λ2 = 0, (43)

è åùå äâà êîðíÿ � óðàâíåíèåì

ρ2 + λ3ρ + λ4 = 0. (44)

Íè îäèí èç êîðíåé íå ìîæåò áûòü äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, ÷òî âèäíî èç
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ 4-îé ñòåïåíè: ρ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, à ïðè ëþáîì
äåéñòâèòåëüíîì ρ 6= 0 ôóíêöèÿ èìååò íåíóëåâóþ ìíèìóþ ÷àñòü ïðè íå-
íóëåâîé øèðèíå Γj > 0 è ìàññå mj > 0. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ
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â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ ìåòîäîì âû÷åòîâ íàñ èíòåðåñóåò çíàê ìíèìîé
÷àñòè êîðíåé. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ êîðíåé.

R1 = iΓ1m1
ρ3
1

, R2 = −ρ4
1,

λ11 = i
y1+

√
y2
1+4ρ4

1

2
√

y2
1+4ρ4

1

Γ1m1
ρ3
1

,

λ21 = 1
2

(
y1 +

√
y2
1 + 4ρ4

1

)
,

λ31 = −i
y1−

√
y2
1+4ρ4

1

2
√

y2
1+4ρ4

1

Γ1m1
ρ3
1

,

λ41 = 1
2

(
y1 −

√
y2
1 + 4ρ4

1

)
,

y1 = ρ2
1 ·


 3

√
Γ2

1m2
1

2ρ8
1

+

√(
Γ2

1m2
1

2ρ8
1

)2

+
(

4
3

)3+

+ 3

√
Γ2

1m2
1

2ρ8
1
−

√(
Γ2

1m2
1

2ρ8
1

)2

+
(

4
3

)3


 ,

z11 = −λ11
2 +

√
λ2

11
4 − λ21,

z21 = −λ11
2 −

√
λ2

11
4 − λ21,

z31 = −λ31
2 +

√
λ2

31
4 − λ41,

z41 = −λ31
2 −

√
λ2

31
4 − λ41.

(45)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî <(z11) = <(z21) = 0, =(z11) > 0, =(z21) < 0,
=(z31) < 0, =(z41) < 0.
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Åùå ÷åòûðå êîðíÿ ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèþ ñ èíäåêñîì j = 2:

λ12 = i
y2+

√
y2
2+4ρ4

2

2
√

y2
2+4ρ4

2

Γ2m2
ρ3
2

,

λ22 = 1
2

(
y2 +

√
y2
2 + 4ρ4

2

)
,

λ32 = −i
y2−

√
y2
2+4ρ4

2

2
√

y2
2+4ρ4

2

Γ2m2
ρ3
2

,

λ42 = 1
2

(
y2 −

√
y2
2 + 4ρ4

2

)
,

y2 = ρ2
2 ·


 3

√
Γ2

2m2
2

2ρ8
2

+

√(
Γ2

2m2
2

2ρ8
2

)2

+
(

4
3

)3+

+ 3

√
Γ2

2m2
2

2ρ8
2
−

√(
Γ2

2m2
2

2ρ8
2

)2

+
(

4
3

)3


 ,

z12 = −λ12
2 +

√
λ2

12
4 − λ22,

z22 = −λ12
2 −

√
λ2

12
4 − λ22,

z32 = −λ32
2 +

√
λ2

32
4 − λ42,

z42 = −λ32
2 −

√
λ2

32
4 − λ42.

(46)

Çäåñü òàêæå <(z12) = <(z22) = 0, =(z12) > 0, =(z22) < 0, =(z32) < 0,
=(z42) < 0.

Òåïåðü ôóíêöèÿ f(ρ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(ρ) =
(

A
(ρ−z11)(ρ−z21)(ρ−z31)(ρ−z41)

+ B
(ρ−z12)(ρ−z22)(ρ−z32)(ρ−z42)

)
×

×
(

A∗

(ρ−z∗11)(ρ−z∗21)(ρ−z∗31)(ρ−z∗41)
+ B∗

(ρ−z∗12)(ρ−z∗22)(ρ−z∗32)(ρ−z∗42)

)
,

(47)

ãäå ñèìâîëîì ∗ îòìå÷àåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëî. Ôóðüå-îáðàç
F (t) =

+∞∫
−∞

f(ρ)eitρ dρ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,

÷òî F (−t) = F ∗(t), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü Ôóðüå-îáðàç òîëüêî
ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè t, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé âû÷åòîâ ïî
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îñîáûì òî÷êàì âûøå îñè àáñöèññ, ò.å. z11, z∗21, z∗31, z∗41, z12, z∗22, z∗32, z∗42.

F (t) = 2πi×

×
{

Aeitz11

(z11−z21)(z11−z31)(z11−z41)
·
(

A∗

2z11(z11−z∗21)(z11−z∗31)(z11−z∗41)
+

+ B∗

(z11−z∗12)(z11−z∗22)(z11−z∗32)(z11−z∗42)

)
+

+ A∗eitz∗21
(z∗21−z∗11)(z∗21−z∗31)(z∗21−z∗41)

·
(

A

(z∗21−z11)2z∗21(z∗21−z31)(z∗21−z41)+

+ B

(z∗21−z12)(z∗21−z22)(z∗21−z32)(z∗21−z42)

)
+

+ A∗eitz∗31
(z∗31−z∗11)(z∗31−z∗21)(z∗31−z∗41)

·
(

A

(z∗31−z11)(z∗31−z21)(z∗31−z31)(z∗31−z41)+

+ B

(z∗31−z12)(z∗31−z22)(z∗31−z32)(z∗31−z42)

)
+

+ A∗eitz∗41
(z∗41−z∗11)(z∗41−z∗21)(z∗41−z∗31)

·
(

A

(z∗41−z11)(z∗41−z21)(z∗41−z31)(z∗41−z41)+

+ B

(z∗41−z12)(z∗41−z22)(z∗41−z32)(z∗41−z42)

)
+

+ Beitz12

(z12−z22)(z12−z32)(z12−z42)
·
(

A∗

(z12−z∗11)(z12−z∗21)(z12−z∗31)(z12−z∗41)
+

+ B∗

2z12(z12−z∗22)(z12−z∗32)(z12−z∗42)

)
+

+ B∗eitz∗22
(z∗22−z∗12)(z∗22−z∗32)(z∗22−z∗42)

·
(

A

(z∗22−z11)(z∗22−z21)(z∗22−z31)(z∗22−z41)+

+ B

(z∗22−z12)2z∗22(z∗22−z32)(z∗22−z42)

)
+

+ B∗eitz∗32
(z∗32−z∗12)(z∗32−z∗22)(z∗32−z∗42)

·
(

A

(z∗32−z11)(z∗32−z21)(z∗32−z31)(z∗32−z41)+

+ B

(z∗32−z12)(z∗32−z22)(z∗32−z32)(z∗32−z42)

)
+

+ B∗eitz∗42
(z∗42−z∗12)(z∗42−z∗22)(z∗42−z∗32)

·
(

A

(z∗42−z11)(z∗42−z21)(z∗42−z31)(z∗42−z41)+

+ B

(z∗42−z12)(z∗42−z22)(z∗42−z32)(z∗42−z42)

)}
.

(48)
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Òàê êàê êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê îïðåäåëÿþò ôóíêöèîíàëüíóþ çàâè-
ñèìîñòü Ôóðüå-îáðàçà îò ïàðàìåòðà t, òî îíè ïðè ëþáîì ðåøåíèè äîëæ-
íû îñòàòüñÿ íåèçìåííûìè. À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò ñïðàâåäëè-
âîñòü òîæäåñòâ:

ρ4 + 4µ2
x −m2

jx ± iΓjxmjx

(
ρ

ρjx

)3

≡ ρ4 + 4µ2 −m2
j ± iΓjmj

(
ρ

ρj

)3

(49)

äëÿ j = 1, 2. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:




4µ2
x −m2

1x = 4µ2 −m2
1,

Γ1xm1x

ρ3
1x

= Γ1m1
ρ3
1

,

4µ2
x −m2

2x = 4µ2 −m2
2,

Γ2xm2x

ρ3
2x

= Γ2m2
ρ3
2

,

(50)

ãäå ρ1 =
(
m2

1 − 4µ2
)1/4

, ρ2 =
(
m2

2 − 4µ2
)1/4. Äëÿ ïÿòè ïåðåìåííûõ

µx,Γ1x, Γ2x,m1x,m2x ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé. Îäíàêî,
åñëè âñïîìíèòü èñõîäíóþ ôóíêöèþ, òî ìíîæèòåëü ρ3 â íåé îïðåäåëÿë
ïîðîãîâîå ïîâåäåíèå ñå÷åíèÿ, à òàê êàê ρ =

(
s− 4µ2

)1/4, òî î÷åâèäíî,
÷òî µ íå äîëæíî ìåíÿòüñÿ, ïîýòîìó

µx = µ (51)

è ïîëó÷àåòñÿ ÷åòûðå óðàâíåíèÿ äëÿ ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî mjx > 0, ïîëó÷àåì mjx = mj . Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ρjx = ρj , à
çàòåì è Γjx = Γj .

Ïîïðîáóåì óïðîñòèòü çíàìåíàòåëè â ýòèõ ôîðìóëàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî

2z11 (z11 − z∗21) (z11 − z∗31) (z11 − z∗41) =

= z4
11 + 4µ2 −m2

1 − iΓ1m1

(
z11
ρ1

)3

=

= z4
11 + 4µ2 −m2

1 − iΓ1m1

(
z11
ρ1

)3

−

−
[
z4
11 + 4µ2 −m2

1 + iΓ1m1

(
z11
ρ1

)3
]

= −2iΓ1m1

(
z11
ρ1

)3

.

(52)

Àíàëîãè÷íî

(z∗21 − z11) 2z∗21 (z∗21 − z31) (z∗21 − z41) = 2iΓ1m1

(
z∗21
ρ1

)3

. (53)
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(z∗31 − z11) (z∗31 − z21) (z∗31 − z31) (z∗31 − z41) = 2iΓ1m1

(
z∗31
ρ1

)3

. (54)

(z∗41 − z11) (z∗41 − z21) (z∗41 − z31) (z∗41 − z41) = 2iΓ1m1

(
z∗41
ρ1

)3

. (55)

2z12 (z12 − z∗22) (z12 − z∗32) (z12 − z∗42) = −2iΓ2m2

(
z12

ρ2

)3

. (56)

(z∗22 − z12) 2z∗22 (z∗22 − z32) (z∗22 − z42) = 2iΓ2m2

(
z∗22
ρ2

)3

. (57)

(z∗32 − z12) (z∗32 − z22) (z∗32 − z32) (z∗32 − z42) = 2iΓ2m2

(
z∗32
ρ2

)3

. (58)

(z∗42 − z12) (z∗42 − z22) (z∗42 − z32) (z∗42 − z42) = 2iΓ2m2

(
z∗42
ρ2

)3

. (59)

Íå òàêèå êîìïàêòíûå ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ äðóãèõ âîñüìè çíà-
ìåíàòåëåé:

(z11 − z∗12) (z11 − z∗22) (z11 − z∗32) (z11 − z∗42) =

= −iΓ2m2

(
z11
ρ2

)3

− iΓ1m1

(
z11
ρ1

)3

−m2
2 + m2

1.
(60)

(z∗21 − z12) (z∗21 − z22) (z∗21 − z32) (z∗21 − z42) =

= iΓ2m2

(
z∗21
ρ2

)3

+ iΓ1m1

(
z∗21
ρ1

)3

−m2
2 + m2

1.
(61)

(z∗31 − z12) (z∗31 − z22) (z∗31 − z32) (z∗31 − z42) =

= iΓ2m2

(
z∗31
ρ2

)3

+ iΓ1m1

(
z∗31
ρ1

)3

−m2
2 + m2

1.
(62)

(z∗41 − z12) (z∗41 − z22) (z∗41 − z32) (z∗41 − z42) =

= iΓ2m2

(
z∗41
ρ2

)3

+ iΓ1m1

(
z∗41
ρ1

)3

−m2
2 + m2

1.
(63)

(z12 − z∗11) (z12 − z∗21) (z12 − z∗31) (z12 − z∗41) =

= −iΓ2m2

(
z12
ρ2

)3

− iΓ1m1

(
z12
ρ1

)3

−m2
1 + m2

2.
(64)
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(z∗22 − z11) (z∗22 − z21) (z∗22 − z31) (z∗22 − z41) =

= iΓ2m2

(
z∗22
ρ2

)3

+ iΓ1m1

(
z∗22
ρ1

)3

−m2
1 + m2

2.
(65)

(z∗32 − z11) (z∗32 − z21) (z∗32 − z31) (z∗32 − z41) =

= iΓ2m2

(
z∗32
ρ2

)3

+ iΓ1m1

(
z∗32
ρ1

)3

−m2
1 + m2

2.
(66)

(z∗42 − z11) (z∗42 − z21) (z∗42 − z31) (z∗42 − z41) =

= iΓ2m2

(
z∗42
ρ2

)3

+ iΓ1m1

(
z∗42
ρ1

)3

−m2
2 + m2

1.
(67)

Íî è çäåñü ìîæíî íåñêîëüêî ñîêðàòèòü âûðàæåíèÿ, åñëè ââåñòè îáî-
çíà÷åíèÿ:

G =
Γ1m1

ρ3
1

+
Γ2m2

ρ3
2

, D2
m = m2

2 −m2
1. (68)

Äëÿ îñòàâøèõñÿ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ Ax = axeiψx , Bx = bxe−iψx

ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èç âîñüìè êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé:

axeiψx

(
axe−iψx

−2iΓ1m1

�
z11
ρ1

�3 + bxeiψx

−iGz3
11−D2

m

)
=

= aeiψ

(
ae−iψ

−2iΓ1m1

�
z11
ρ1

�3 + beiψ

−iGz3
11−D2

m

)
.

(69)

axe−iψx


 axeiψx

2iΓ1m1

�
z∗21
ρ1

�3 + bxe−iψx

iGz∗321−D2
m


 =

= ae−iψ


 aeiψ

2iΓ1m1

�
z∗21
ρ1

�3 + be−iψ

iGz∗321−D2
m


 .

(70)

axe−iψx


 axeiψx

2iΓ1m1

�
z∗31
ρ1

�3 + bxe−iψx

iGz∗331−D2
m


 =

= ae−iψ


 aeiψ

2iΓ1m1

�
z∗31
ρ1

�3 + be−iψ

iGz∗331−D2
m


 .

(71)
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axe−iψx


 axeiψx

2iΓ1m1

�
z∗41
ρ1

�3 + bxe−iψx

iGz∗341−D2
m


 =

= ae−iψ


 aeiψ

2iΓ1m1

�
z∗41
ρ1

�3 + be−iψ

iGz∗341−D2
m


 .

(72)

bxe−iψx

(
axe−iψx

−iGz3
12+D2

m
+ bxeiψx

−2iΓ2m2

�
z12
ρ2

�3

)
=

= be−iψ

(
ae−iψ

−iGz3
12+D2

m
+ beiψ

−2iΓ2m2

�
z12
ρ2

�3

)
.

(73)

bxeiψx


 axeiψx

iGz∗322+D2
m

+ bxe−iψx

2iΓ2m2

�
z∗22
ρ2

�3


 =

= beiψ


 aeiψ

iGz∗322+D2
m

+ be−iψ

2iΓ2m2

�
z∗22
ρ2

�3


 .

(74)

bxeiψx


 axeiψx

iGz∗332+D2
m

+ bxe−iψx

2iΓ2m2

�
z∗32
ρ2

�3


 =

= beiψ


 aeiψ

iGz∗332+D2
m

+ be−iψ

2iΓ2m2

�
z∗32
ρ2

�3


 .

(75)

bxeiψx


 axeiψx

iGz∗342+D2
m

+ bxe−iψx

2iΓ2m2

�
z∗42
ρ2

�3


 =

= beiψ


 aeiψ

iGz∗342+D2
m

+ be−iψ

2iΓ2m2

�
z∗42
ρ2

�3


 .

(76)

Ïåðåîáîçíà÷èì íåèçâåñòíûå ïåðåìåííûå:

ξ =
axbx

ab
, νx =

ax

bx
, ν =

a

b
. (77)

Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé î÷åâèäíî: ψx =
ψ, ax = a, bx = b, ξ = 1, νx = ν. Íîâûé íàáîð íåèçâåñòíûõ ïåðå-
ìåííûõ ψx, νx, ξ. Ñòàðûå ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ñ íîâûìè ñëåäóþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè: ax =

√
abξνx, bx =

√
abξ
νx

.
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Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ íîâûìè íåèçâåñòíûìè ξ, νx:




e2iψx = e2iψ

ξ + iGz3
11+D2

m

2iΓ1m1

�
z11
ρ1

�3 ·
(

ν
ξ − νx

)
,

e−2iψx = e−2iψ

ξ + iGz∗321−D2
m

2iΓ1m1

�
z∗21
ρ1

�3 ·
(

ν
ξ − νx

)
,

e−2iψx = e−2iψ

ξ + iGz∗331−D2
m

2iΓ1m1

�
z∗31
ρ1

�3 ·
(

ν
ξ − νx

)
,

e−2iψx = e−2iψ

ξ + iGz∗341−D2
m

2iΓ1m1

�
z∗41
ρ1

�3 ·
(

ν
ξ − νx

)
,

e−2iψx = e−2iψ

ξ + iGz3
12−D2

m

2iΓ2m2

�
z12
ρ2

�3 ·
(

1
ξν − 1

νx

)
,

e2iψx = e2iψ

ξ + iGz∗322+D2
m

2iΓ2m2

�
z∗22
ρ2

�3 ·
(

1
ξν − 1

νx

)
,

e2iψx = e2iψ

ξ + iGz∗332+D2
m

2iΓ2m2

�
z∗32
ρ2

�3 ·
(

1
ξν − 1

νx

)
,

e2iψx = e2iψ

ξ + iGz∗342+D2
m

2iΓ2m2

�
z∗42
ρ2

�3 ·
(

1
ξν − 1

νx

)
.

(78)

Âû÷èòàÿ òðåòüå óðàâíåíèå èç âòîðîãî, ïîëó÷èì

 iGz∗321 −D2

m

2iΓ1m1

(
z∗21
ρ1

)3 −
iGz∗331 −D2

m

2iΓ1m1

(
z∗31
ρ1

)3


 ·

(
ν

ξ
− νx

)
= 0, (79)

÷òî ìîæåò áûòü, òîëüêî åñëè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, îäíî èç ðåøåíèé ïðèâîäèò ê

νx =
ν

ξ
. (80)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðâûé ñîìíîæèòåëü íå ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ
ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðàõ ðåçîíàíñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî íó-
ëþ ïåðâîé ñêîáêè ýêâèâàëåíòíî

iG− D2
m

z∗321

= iG− D2
m

z∗331

, (81)

à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó z21 = z31. Àíàëîãè÷íî,
èñïîëüçóÿ ïàðû óðàâíåíèé ¾âòîðîå � ÷åòâåðòîå¿, ¾òðåòüå � ÷åòâåðòîå¿,
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è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî νx 6= ν
ξ , ïîëó÷èì z21 = z31 = z41. Ïîñìîòðèì, ê ÷åìó

ïðèâîäèò ðàâåíñòâî òðåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

ρ4 + 4µ2 −m2
1 + iΓ1m1

(
ρ
ρ1

)3

= (ρ− z11) (ρ− z21)
3 =

= ρ4 − (z11 + 3z21) ρ3+

+ 3z21 (z11 + z21) ρ2 − z2
21 (3z11 + z21) ρ + z11z

3
21.

(82)

Òàê êàê íè îäèí èç êîðíåé íå ðàâåí íóëþ, òî èç ñðàâíåíèÿ äâóõ ïðåä-
ñòàâëåíèé îäíîãî è òîãî æå óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

{
z11 + z21 = 0,
3z11 + z21 = 0,

(83)

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî z11 = z21 = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî ïðåäïîëîæåíèå νx 6= ν

ξ íåâåðíî, è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (79) ÿâëÿåòñÿ

νx =
ν

ξ
. (84)

Àíàëîãè÷íûì àíàëèçîì 6�8 óðàâíåíèé â (78) ïîëó÷èì

νx = ξν. (85)

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

ξ = 1, νx = ν. (86)

Òåïåðü èç ëþáîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (78) ïîëó÷àåòñÿ

e2iψx = e2iψ =⇒ ψx = ψ. (87)

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íàëè÷èè çàâèñèìîñòè øèðèíû îò ýíåðãèè
âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ, è èìååòñÿ òîëüêî îäèí íàáîð ïàðàìåòðîâ ðåçî-
íàíñîâ, òî÷íî âîñïðîèçâîäÿùèé çàâèñèìîñòü ñå÷åíèÿ îò ýíåðãèè.

5 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
Äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ âûâîäîâ ïîëåçíî ïðîâåñòè
÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Êðîìå òîãî, òàêèå ýêñïåðèìåíòû ïîêàæóò ðîëü
ñòàòèñòèêè ýêñïåðèìåíòà.
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Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåêîòîðóþ èñòèííóþ ôóíê-
öèþ ñå÷åíèÿ ðåàêöèè σ(E) îò ýíåðãèè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ E, çàòåì â êî-
íå÷íîì ÷èñëå òî÷åê Ek ïî ýíåðãèè ãåíåðèðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì
ñå÷åíèåì è íåêîòîðîé ¾èíòåãðàëüíîé ñâåòèìîñòüþ¿ L, îäèíàêîâîé äëÿ
âñåõ òî÷åê, êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñîáûòèé nk â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ, âõî-
äÿùèõ â äàííóþ ìîäåëü ïðîöåññà, áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ âèäà

L =
N∑

k=1

2
(

pk − nk + nk ln
nk

pk

)
, (88)

êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìî-
ãî ñ óäâîåííîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ ñ îáðàòíûì
çíàêîì. Çäåñü pk = σ(Ek) ·L. Ïðè áîëüøîé ñòàòèñòèêå ýòà ôóíêöèÿ ñòðå-
ìèòñÿ ê χ2, ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêî-
ãî ñîãëàñèÿ ¾ýêñïåðèìåíòà¿ è ¾ìîäåëèðîâàíèÿ¿. Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíê-
öèþ áóäåì ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ÷èñëåííîé ìèíèìèçàöèè MINUIT [2].

Äëÿ èçîáðàæåíèÿ íà ðèñóíêàõ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçìåðåííîãî ñå÷å-
íèÿ, ÷èñëó ñîáûòèé â òî÷êå ïî ýíåðãèè ïðèïèñûâàþòñÿ íåñèììåòðè÷íûå
îøèáêè:

∆n
(+)
i =

√
ni + 1, ∆n

(−)
i =

√
ni. (89)

5.1 Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ðåçîíàíñíîé
àìïëèòóäû

σ(E) =

∣∣∣∣∣
a

E −m1 + iΓ1
2

+
beiψ

E −m2 + iΓ2
2

∣∣∣∣∣

2

(90)

ñ ¾èñòèííûìè¿ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ

m1 = 782.6, Γ1 = 8.4, a = 1,
m2 = 1019.4, Γ2 = 4.5, b = 0.3, ψ = 155◦. (91)

Â òàêîé çàïèñè σ(m1) ≈ 1
4.22 = 0.057, σ(m2) ≈ 0.09

2.252 = 0.018. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû â ìàêñèìóìå âòîðîãî ðåçîíàíñà áûëà õîòÿ áû 5%-ÿ òî÷íîñòü,
âûáåðåì L = 2 · 104. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí íàáîð òî÷åê ïî ýíåðãèè â íàøåì
¾÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå¿.

Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îò ôàçû âòîðîãî ðåçîíàíñà ψ2x ïðèâåäåíû
íà ðèñ. 2. Ïîëó÷åíû äâà ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíûõ ìèíèìóìà ñ
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Ðèñ. 1: Ðåçóëüòàò ïîäãîíêè ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ òî÷åê. Ìîäåëü ñå÷åíèÿ
ðåàêöèè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (90). χ2/nD = 64.3/(74− 7).

Ðèñ. 2: Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (ñëåâà) è çàâèñèìîñòü îïòèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ îò çíà÷åíèÿ ôàçû âòîðîãî ðåçîíàí-
ñà ψ2x (ñïðàâà)

χ2/nD = 56.703/(74 − 7) ïðè ψ2x = −157.14◦ è ψ2x = 157.51◦. È õîòÿ
ðàçäåëÿþùèé èõ ìàêñèìóì íåâûñîê (χ2 = 56.907 ïðè ψ2x = ±180◦), âñå
æå ýòî ðàçíûå ðåøåíèÿ. Çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ â ýòèõ ìèíèìóìàõ
ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
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Òàáëèöà 1: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x χ2

1.0125 782.62 8.5371 0.30284 1019.4 4.5554 157.815 56.703
1.0167 782.62 8.5371 0.31033 1019.4 4.5554 -157.065 56.703

Ýòîò ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðäèë ñïðàâåäëèâîñòü àíàëèòè÷å-
ñêîãî âûâîäà � ïðè ôèòèðîâíèè äàííûõ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé ðåçî-
íàíñà èìååò ìåñòî äâóçíà÷íîñòü ôàçû ðåçîíàíñîâ è àìïëèòóä.

5.2 Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ôîðìà àìïëèòóäû ðåçîíàíñà
Ðàññìîòðèì áîëåå òî÷íóþ çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ðåçîíàíñà îò ýíåðãèè:

σ(E) =
m4

1

√
E2 − 4µ2

3

E4
√

m2
1 − 4µ2

3 ·
∣∣∣∣

2m1a

E2 −m2
1 + iΓ1m1

+
2m2be

iψ

E2 −m2
2 + iΓ2m2

∣∣∣∣
2

(92)

ñ òåìè æå ¾èñòèííûìè¿ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ

m1 = 782.6, Γ1 = 8.4, a = 1,
m2 = 1019.4, Γ2 = 4.5, b = 0.3, ψ = 155◦, (93)

ãäå ìíîæèòåëè 2mi äîáàâëåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû íå èçìåíèëèñü ìàêñè-
ìàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä, îáùèé ìíîæèòåëü èìèòèðóåò ïîðîãîâîå ïî-
âåäåíèå ñå÷åíèÿ ñ µ ≈ 3mπ

2 ≈ 140+140+135
2 ≈ 208. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìè-

íèìóìû ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ áûëè áîëåå îïðåäåëåííûìè, óâåëè÷èì
èíòåãðàëüíóþ ñâåòèìîñòü äî L = 106.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí íàáîð òî÷åê ïî ýíåðãèè è îïòèìàëüíîå ñå÷åíèå
âèäà (92).

Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ îò ôàçû âòîðîãî ðåçîíàíñà ψ2x ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.

Êàê è îæèäàëîñü, çäåñü ñíîâà èìåþòñÿ äâà ðàâíîïðàâíûõ ìèíèìóìà.
Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â òî÷êàõ ìèíèìóìà L ïðèâåäåíû â òàáë. 2.
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Ðèñ. 3: Ðåçóëüòàò ïîäãîíêè ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ òî÷åê. Ìîäåëü ñå÷åíèÿ
ðåàêöèè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (92). χ2/nD = 74.6/(74− 7).

Ðèñ. 4: Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (ñëåâà) è çàâèñèìîñòü îïòèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ îò çíà÷åíèÿ ôàçû âòîðîãî ðåçîíàí-
ñà ψ2x (ñïðàâà)

Òàáëèöà 2: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x χ2

1.0020 782.60 8.4116 0.30007 1019.4 4.5093 155.283 74.58624
1.0071 782.60 8.4116 0.30708 1019.4 4.5093 -154.807 74.58624

27



5.3 Çàâèñèìîñòü øèðèíû ðåçîíàíñà îò ýíåðãèè
Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ãäå îæèäàåòñÿ ñíÿòèå âûðîæäåíèÿ, è áóäåò
òîëüêî îäèí ãëîáàëüíûé ìèíèìóì:

σ(E) = m4
1

√
E2−4µ2

3

E4
√

m2
1−4µ2

3×

×

∣∣∣∣∣∣∣
2m1a

E2−m2
1+iΓ1m1·

�
E2−4µ2

m2
1−4µ2

� 3
4

+ 2m2beiψ

E2−m2
2+iΓ2m2·

�
E2−4µ2

m2
2−4µ2

� 3
4

∣∣∣∣∣∣∣

2

.

(94)

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí íàáîð òî÷åê ïî ýíåðãèè è îïòèìàëüíîå ñå÷åíèå
âèäà (94).

Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ îò ôàçû âòîðîãî ðåçîíàíñà ψ2x ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.

Äåéñòâèòåëüíî, ìèíèìóìû òåïåðü íå ñîâïàäàþò (ñì. òàáë. 3), îäíàêî,
ðàçëè÷èå íåçíà÷èòåëüíîå è, ÷òî îêàçàëîñü íåîæèäàííûì, ìåíüøåå çíà÷å-
íèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïîëó÷åíî äëÿ ¾íåïðàâèëüíîãî¿ ìèíèìóìà.

Ïîñìîòðèì, ÷òî èçìåíèòñÿ, åñëè ñòàòèñòèêó ýêñïåðèìåíòà óâåëè÷èòü
â 100 ðàç (L = 108). Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ
ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïî-ïðåæíåìó îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàç-
íîñòü ôóíêöèé â äâóõ ìèíèìóìàõ íåçíà÷èòåëüíà è îïÿòü ¾íåïðàâèëü-
íûé¿ ìèíèìóì ïîëó÷àåòñÿ íåìíîãî ïðåäïî÷òèòåëüíåé, õîòÿ ñóììàðíàÿ
ñòàòèñòèêà î÷åíü áîëüøàÿ, ïðàêòè÷åñêè íåäîñòèæèìàÿ â ðåàëüíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ.

Ðèñ. 5: Ðåçóëüòàò ïîäãîíêè ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ òî÷åê. Ìîäåëü ñå÷åíèÿ
ðåàêöèè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (94). χ2/nD = 74.8/(74− 7).
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Ðèñ. 6: Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (ñëåâà) è çàâèñèìîñòü îïòèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ îò çíà÷åíèÿ ôàçû âòîðîãî ðåçîíàí-
ñà ψ2x (ñïðàâà)

Òàáëèöà 3: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x χ2

1.0020 782.60 8.4117 0.30007 1019.4 4.5093 155.289 74.82254
1.0071 782.60 8.4117 0.30699 1019.4 4.5093 -155.529 74.81663

Òàáëèöà 4: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x χ2

0.99982 782.60 8.3977 0.30015 1019.4 4.5025 154.985 70.085
1.0050 782.60 8.3977 0.30711 1019.4 4.5025 -155.237 70.060

Òàáëèöà 5: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x χ2

0.99946 782.61 8.3931 0.30013 1019.4 4.5202 151.335 63.799
1.0051 782.61 8.3935 0.30777 1019.4 4.5203 -153.908 63.711
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Âåðíåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó óðîâíþ ñòàòèñòèêè (L = 106), íî èçìåíèì
ïîðîãîâûé ôàêòîð µ = 350 âìåñòî 208. È îïÿòü îáà ìèíèìóìà (òàáë. 5)
ðàçëè÷àþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåäîñòîâåðíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì �óæå ðåçî-
íàíñû, òåì ìåíüøå âëèÿåò íà èõ ôîðìó çàâèñèìîñòü øèðèíû îò ýíåð-
ãèè. Âîçüìåì çíà÷åíèÿ îáåèõ øèðèí áîëüøèå � Γ1,2 = 100. ×òîáû ïðè
ýòîì ñå÷åíèå ïðîöåññà â ìàêñèìóìå ðåçîíàíñîâ íå ñèëüíî óìåíüøèëîñü,
óâåëè÷èì ïðè ýòîì àìïëèòóäû: a = 10, b = 5. Ðèñ. 7 äåìîíñòðèðóåò
¾ýêñïåðèìåíòàëüíûå¿ èçìåðåíèÿ è ðåçóëüòàò ïîäãîíêè.

Ðèñ. 7: Ðåçóëüòàò ïîäãîíêè ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ òî÷åê. Ìîäåëü ñå÷åíèÿ
ðåàêöèè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (94). χ2/nD = 46.8/(50− 7).

Ðèñ. 8: Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (ñëåâà) è çàâèñèìîñòü îïòèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ îò çíà÷åíèÿ ôàçû âòîðîãî ðåçîíàí-
ñà ψ2x (ñïðàâà)
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Òàáëèöà 6: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x χ2

10.050 782.71 100.61 5.0111 1019.4 100.22 154.985 46.844
10.848 783.39 102.03 5.9767 1019.1 99.816 -173.990 64.428

Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ îò ôàçû âòîðîãî ðåçîíàíñà ψ2x ïðèâåäåíû íà ðèñ. 8. Íà
ýòîò ðàç äâà ìèíèìóìà ñóùåñòâåííî íåðàâíîïðàâíû, ïðè÷åì áîëåå ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûé ìèíèìóì íàõîäèòñÿ ïðè ¾ïðàâèëüíîé¿ ôàçå. Â òàáë. 6
ïðèâåäåíû âñå ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â ýòèõ ìèíèìóìàõ. Ñòàòèñòè÷å-
ñîå ñîãëàñèå ïåðâîãî ìèíèìóìà ñ ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûìè¿ äàííûìè ðàâíî
P50−7(46.844) = 0.318, âòîðîãî ìèíèìóìà � P50−7(64.428) = 0.0188.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîìåæóòî÷íûé ñëó-
÷àé: Γ1,2 = 30, a = 3, b = 1. Ðèñ. 9 äåìîíñòðèðóåò ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûå¿
èçìåðåíèÿ è ðåçóëüòàò ïîäãîíêè.

Ñíîâà äâà ìèíèìóìà (òàáë. 7) ïîëó÷èëèñü ñòàòèñòè÷åñêè ðàâíîïðàâ-
íûå (ðàçíîñòü ôóíêöèé â ìèíèìóìå ìíîãî ìåíüøå 1).

Ðèñ. 9: Ðåçóëüòàò ïîäãîíêè ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ òî÷åê. Ìîäåëü ñå÷åíèÿ
ðåàêöèè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (94). χ2/nD = 52.05/(53− 7).

Òàáëèöà 7: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x χ2

3.0103 782.62 30.128 0.9986 1019.5 30.013 155.128 52.054
3.0745 782.63 30.172 1.1311 1019.4 30.019 -158.262 51.714

31



Â èòîãå ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: åñëè
åñòü çàâèñèìîñòü øèðèíû ðåçîíàíñà îò ýíåðãèè, òî äâà ìèíèìóìà ôóíê-
öèè ïðàâäîïîäîáèÿ, â ïðèíöèïå, îïèñûâàþò íå îäíó è òó æå îïòèìàëüíóþ
ôóíêöèþ ñå÷åíèÿ ïðîöåññà îò ýíåðãèè. Îäíàêî, ðåàëüíî èñïîëüçîâàòü
ýòî ðàçëè÷èå äëÿ îòáðàêîâêè ëîæíîãî ìèíèìóìà ìîæíî òîëüêî ïðè áëà-
ãîïðèÿòíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ: âûñîêàÿ ñòàòèñòèêà, ïîêðûòèå äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî èíòåðâàëà ýíåðãèè, çàõâàòûâàþùåãî îáà ðåçîíàíñà, øèðèíû
ðåçîíàíñîâ äîëæíû ñîñòàâëÿòü çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ðåçîíàíñàìè. Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí òîëüêî ïîñëå
ñðàâíåíèÿ ìèíèìóìîâ ôóíêöèè χ2: åñëè ðàçíîñòü óðîâíåé áîëüøå 1, òî
ìîæíî âûáðàòü ñòàòèñòè÷åñêè áîëåå ïðàâäîïîäîáíóþ ìîäåëü ïðîöåññà,
èíà÷å íàäî ïðèâëåêàòü äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ äëÿ âûáîðà ôàçû
èíòåðôåðåíöèè.

5.4 Òðè ðåçîíàíñà
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé òðåõ ðåçîíàíñîâ ñ ïîñòîÿííûìè øèðèíàìè:

σ(E) = m4
1

√
E2−4µ2

3

E4
√

m2
1−4µ2

3 ·
∣∣∣ 2m1a
E2−m2

1+iΓ1m1
+

+ 2m2beiψ2

E2−m2
2+iΓ2m2

+ 2m3ceiψ3

E2−m2
3+iΓ3m3

∣∣∣
2

(95)

ñ ¾èñòèííûìè¿ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ

m1 = 782.6, Γ1 = 8.4, a = 1,
m2 = 1019.4, Γ2 = 4.5, b = 0.3, ψ2 = 155◦,
m3 = 1200, Γ3 = 100, c = 3, ψ3 = 30◦,

(96)

µ = 350, âåëè÷èíó èíòåãðàëüíîé ñâåòèìîñòè â êàæäîé òî÷êå âîçüìåì L =
106. Ðèñ. 10 äåìîíñòðèðóåò ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûå¿ èçìåðåíèÿ è ðåçóëüòàò
ïîäãîíêè.

Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïî ôàçå âòîðîãî ðåçîíàíñà ψ2x ïðè-
âåäåí íà ðèñ. 11.

Íà ýòîì ãðàôèêå âèäíû äâà ìèíèìóìà (òàáë. 8).
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ñëó÷àå òðåõ ðåçîíàíñîâ íå óäàëîñü ïîëó÷èòü

àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîõîæå, ÷òî çäåñü èìååòñÿ êàê ìèíèìóì äâà àá-
ñîëþòíî ðàâíîïðàâíûõ ðåøåíèÿ. Ïîïðîáóåì óòî÷íèòü êîëè÷åñòâî òàêèõ
ìèíèìóìîâ, ñêàíèðóÿ ïðîñòðàíñòâî äâóõ ïàðàìåòðîâ: ψ2x è ψ3x. Íàé-
äåííûå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ïðèâåäåíû â òàáë. 9. Ëîêàëüíûõ ìèíèìó-
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Ðèñ. 10: Ðåçóëüòàò ïîäãîíêè ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ òî÷åê. Ìîäåëü ñå÷å-
íèÿ ðåàêöèè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (95). χ2/nD = 126.0/(123− 7).

Ðèñ. 11: Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (ñëåâà) è çàâèñèìîñòü îïòè-
ìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ îò çíà÷åíèÿ ôàçû âòîðîãî ðå-
çîíàíñà ψ2x (ñïðàâà).
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Òàáëèöà 8: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x cx m3x Γ3x ψ◦3x χ2

0.99805 782.62 8.3768 0.30038 1019.4 4.5055 153.925 3.0128 1199.7 100.75 28.634 125.969
1.0535 782.62 8.3768 0.30323 1019.4 4.5055 30.931 3.1673 1199.7 100.75 -72.318 125.969

Òàáëèöà 9: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè
ïðàâäîïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x cx m3x Γ3x ψ◦3x χ2

1.0535 782.62 8.3768 0.30323 1019.4 4.5055 30.931 3.1673 1199.7 100.75 -72.319 125.969
1.0508 782.62 8.3768 0.23505 1019.4 4.5055 -144.655 3.0147 1199.7 100.75 -53.143 125.969
0.99805 782.62 8.3768 0.30038 1019.4 4.5055 153.925 3.0128 1199.7 100.75 28.634 125.969
0.99545 782.62 8.3768 0.23284 1019.4 4.5055 -21.661 2.8676 1199.7 100.75 47.811 125.969

Ðèñ. 12: Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (ñëåâà) è çàâèñèìîñòü îïòè-
ìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ îò çíà÷åíèÿ ôàçû âòîðîãî ðå-
çîíàíñà ψ2x (ñïðàâà).
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Òàáëèöà 10: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè
ïðàâäîïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x cx m3x Γ3x ψ◦3x χ2

1.0497 782.62 8.3787 0.30316 1019.4 4.5061 39.985 3.1635 1199.7 100.79 -64.366 127.005
1.0470 782.62 8.3790 0.23583 1019.4 4.5058 -148.442 3.0063 1199.7 100.71 -45.063 126.529
0.99824 782.62 8.3792 0.30038 1019.4 4.5057 153.914 3.0122 1199.7 100.71 28.687 126.522
0.99559 782.62 8.3795 0.23365 1019.4 4.5054 -34.675 2.8630 1199.8 100.65 47.871 126.218

ìîâ ñ ñîâïàäàþùèìè çíà÷åíèÿìè ìàññ, øèðèí è ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ
íàøëîñü ÷åòûðå. Ñþðïðèçîì îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷åíèÿ ôàçû ψ2 âî âñåõ
ìèíèìóìàõ îêàçàëèñü ðàçíûìè. Òî åñòü íà ãðàôèêå ôóíêöèè ïðàâäîïî-
äîáèÿ ìû äîëæíû áûëè âèäåòü ÷åòûðå ìèíèìóìà. Â ïðèíöèïå, ýòî îáú-
ÿñíèìî. Â êàæäîé íîâîé òî÷êå ìû ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ
áðàëè èç ïðåäûäóùåé òî÷êè. Ïðè ýòîì ìîãëî îêàçàòüñÿ, ÷òî ìèíèìèçà-
öèÿ ôóíêöèè ñõîäèëàñü ê ¾ïëîõîìó¿ ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó. Ïîïðîáóåì
ïîñòðîèòü íîâûé ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, âûáèðàÿ â êàæäîé
òî÷êå ïî ψ2 èñõîäíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñ ó÷åòîì íàøåãî çíàíèÿ ¾õî-
ðîøèõ¿ ìèíèìóìîâ (ðèñ. 12).

Òåïåðü íà ãðàôèêå âèäíû âñå ÷åòûðå ìèíèìóìà. Îäíàêî, ãðàôèêè íå
ãëàäêèå, ïîýòîìó, âîçìîæíî, â êàæäîé òî÷êå ïî ψ2x íå óäàëîñü äîñòè÷ü
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïîñëå äî-
ñòèæåíèÿ ìèíèìóìà ïðîãðàììå MINUIT äàâàëàñü êîìàíäà IMPROVE,
êîòîðàÿ èíèöèèðóåò ïîïûòêó íàéòè íèæåëåæàùèé ìèíèìóì.

Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíèòñÿ íàáîð ìèíèìóìîâ, åñëè øèðèíà ðåçîíàí-
ñîâ çàâèñèò îò ýíåðãèè:
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2 (97)

Ñíîâà ïîäòâåðäèëñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè çàâèñÿùåé îò ýíåðãèè øèðèíå
ðåçîíàíñîâ âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ (òàáë. 10).

È ñíîâà, èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ óçêèõ ðåçîíàíñîâ ôîðìóëà ñ ïîñòîÿííîé
øèðèíîé õîðîøî îïèñûâàåò ðåçîíàíñíóþ êðèâóþ, ýòî ðàçëè÷èå ñî ñòàòè-
ñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåíåáðåæèìî. Èçìåíèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû
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Ðèñ. 13: Ðåçóëüòàò ïîäãîíêè ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ òî÷åê. Ìîäåëü ñå÷å-
íèÿ ðåàêöèè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (97). χ2/nD = 37.7/(43− 11).

Ðèñ. 14: Ãðàôèê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (ñëåâà) è çàâèñèìîñòü îïòè-
ìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ îò çíà÷åíèÿ ôàçû âòîðîãî ðå-
çîíàíñà ψ2x (ñïðàâà).
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ïåðâûõ äâóõ ðåçîíàíñîâ:

Γ1 = 100, Γ2 = 100, a = 10, b = 10. (98)

¾Ýêñïåðèìåíòàëüíûå¿ èçìåðåíèÿ è ðåçóëüòàò ïîäãîíêè ïîêàçàíû íà
ðèñ. 13.

Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïî ψ2x (ðèñ. 14)
âèäíû ìèíèìóìû, ïðèâåäåííûå â òàáë. 11.

Òàáë. 12 îïèñûâàåò ëîêàëüíûå ìèíèìóìû, íàéäåííûå ñêàíèðîâàíèåì
ïî óãëàì ψ2x è ψ3x.

Ïðè òàêîì ïîèñêå íàøëîñü 5 ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ðàçëè÷èå ìåæ-
äó ìèíèìàëüíûì è ¾ìàêñèìàëüíûì¿ ìèíèìóìàìè çäåñü çíà÷èòåëüíîå �
∆χ2 = 4.27. Îäíàêî, ðàçëè÷èå ìåæäó ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì è áëèæàé-
øèì íå òàêîå áîëüøîå � ∆χ2 = 0.28. Ñòàòèñòè÷åñêè ýòè äâà ìèíèìóìà
ïî÷òè ðàâíîïðàâíû. Âñå æå ãëîáàëüíûé ìèíèìóì èìååò ïàðàìåòðû ðå-
çîíàíñîâ, íàèáîëåå ñîâïàäàþùèå ñ èñòèííûìè.

Òàáëèöà 11: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â äâóõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x cx m3x Γ3x ψ◦3x χ2

11.685 783.30 99.681 10.503 1019.2 100.61 -166.020 0.75199 1199.5 104.28 157.901 38.983
9.9572 782.86 100.31 10.013 1019.0 100.10 152.298 3.138 1195.7 102.44 25.172 37.682

Òàáëèöà 12: Ïàðàìåòðû ðåçîíàíñîâ â ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ ôóíêöèè
ïðàâäîïîäîáèÿ.

ax m1x Γ1x bx m2x Γ2x ψ◦2x cx m3x Γ3x ψ◦3x χ2

9.9572 782.86 100.31 10.013 1019.0 100.10 152.298 3.138 1195.7 102.45 25.172 37.682
9.769 782.84 100.34 8.8903 1019.0 100.08 138.747 0.64948 1195.5 102.39 68.199 37.964
9.7644 782.48 99.576 8.9027 1019.2 99.970 141.698 0.62815 1198.7 100.53 77.349 41.951
11.881 783.31 99.608 11.810 1019.2 100.63 -153.260 3.5041 1199.8 104.31 108.19 39.608
11.685 783.30 99.681 10.503 1019.2 100.61 -166.026 0.75197 1199.5 104.28 157.901 38.983
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6 Çàêëþ÷åíèå
Â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâóõ ðåçîíàíñîâ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ïðè íàëè÷èè èíòåðôå-
ðåíöèè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïàðàìåòðèçàöèè ñå÷åíèÿ ñ ïîñòîÿííîé øèðè-
íîé ðåçîíàíñîâ âñåãäà èìååòñÿ äâà àáñîëþòíî ðàâíîïðàâíûõ ðåøåíèÿ
(ïðè ðàçíûõ íàáîðàõ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâ ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ ñå÷åíèÿ îò ýíåðãèè). Åñëè ó÷èòûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü øèðèíû
ðåçîíàíñîâ îò ýíåðãèè, òî âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ, õîòÿ ÷èñëåííî ðåøåíèÿ
ðàçëè÷àþòñÿ ñëàáî, è ýòî ðàçëè÷èå îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãèìè ôàêòîðàìè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè àíàëèòè÷åñêèõ âûâîäîâ ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ. Âûâîäû äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ðåçîíàíñîâ ïîäòâåðäèëèñü, õî-
òÿ ñòàòèñòè÷åñêîå ðàçëè÷èå ðàçíûõ ðåøåíèé äàæå ïðè ó÷åòå çàâèñèìî-
ñòè øèðèíû îò ýíåðãèè, êàê ïðàâèëî, íåâûñîêîå. Â êàæäîì êîíêðåòíîì
ñëó÷àå ýòó ïðîáëåìó ñëåäóåò èññëåäîâàòü îòäåëüíî.

Â ñëó÷àå òðåõ ðåçîíàíñîâ ïðè íåó÷åòå çàâèñèìîñòè øèðèíû îò ýíåð-
ãèè ïîëó÷åíî óæå ÷åòûðå ðàâíîïðàâíûõ ìèíèìóìà. Àíàëèòè÷åñêè ýòó
çàäà÷ó íå óäàëîñü ðåøèòü èç-çà òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Ìîæíî ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ìèíèìóìîâ ðàâíî 2n−1, ãäå n � ÷èñëî ðåçîíàí-
ñîâ. È â ñëó÷àå òðåõ ðåçîíàíñîâ ó÷åò çàâèñèìîñòè øèðèíû îò ýíåðãèè
ôîðìàëüíî ñíèìàåò âûðîæäåíèå, îäíàêî, äëÿ óçêèõ ðåçîíàíñîâ ñòàòè-
ñòè÷åñêîå ðàçëè÷èå ðàçíûõ ðåøåíèé íåâåëèêî.
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