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Аннотация 
При анализе устойчивости продольных когерентных колебаний 

многосгустковых пучков в накопителях заряженных частиц, при 
взаимодействии с резонаторами ВЧ системы, для определения инкрементов и 
когерентных сдвигов колебаний пучка приходится вычислять суммы рядов по 
всем азимутальным гармоникам вида  
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где   – импеданс резонатора, а )( ω−iZ 0φ  – угловая r.m.s. длина пучка 
(гауссовского). В том случае, если импеданс представляется суммой 
резонансных мод, описываемых формулой импеданса резонансного контура, 
ряд может быть просуммирован аналитически для каждой моды резонатора. В 
предшествующих работах подобные ряды вычислялись лишь в приближении 
коротких сгустков, при 00 =φ , достаточном для поперечных колебаний, но 
не всегда достаточном при рассмотрении продольных колебаний, особенно 
высших мультипольных типов продольных колебаний пучка. 

В данной работе предлагается способ точного суммирования ряда по 
гармоникам для каждой резонансной моды, с учетом конечной длины сгустка. 
Исходя из полученных формул, можно оценить точность методов, не 
учитывающих длину сгустка.  
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1.  Вычисление суммы в общем случае (продольные колебания) 
 
В общем случае, суммируются ряды вида 
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φ−θ +=θ
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2),( ,                                                       (1) 

где ))(( 0 Ω+ω−=+ nmiZZm , Ω  – синхротронная частота,   – порядок 
мультипольности рассматриваемых продольных колебаний, 

n
θ  – угловое 

расстояние между двумя из сгустков пучка (при отсутствии встречного 
пучка). Показатель степени  при рассмотрении разных типов 
мультипольных колебаний независимо друг от друга равен 

1≥N
12 −n , а при 

учете их связи может быть как нечетным, так и четным. 
Отметим, что такие ряды отличаются от рассмотренных, например, в [1], 

во-первых, множителем , описывающим спектральную плотность 
гауссовского сгустка, и во-вторых, тем, что порядок числителя 
алгебраического сомножителя члена ряда больше порядка знаменателя.  

2/2
0

2φ−me

Ниже будут получены формулы для суммирования ряда (1), если 
импеданс с характеристическим сопротивлением ρ , резонансной частотой 

 и добротностью  имеет вид rr m0ω=ω Q
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1.1. Выделение слагаемых удобных для суммирования 

В том случае, если импеданс резонатора представляет собой сумму 
импедансов резонансных мод, которые могут быть описаны формулой (2), 
возможно преобразовать ряд по азимутальным гармоникам (1), разложив его 
на два слагаемых. Одно из этих слагаемых (содержащее все полюса и 
достаточно быстро убывающее при номерах гармоник ∞→|| m ) можно 
просуммировать  аналитически, аналогично преобразованию Ватсона–
Зоммерфельда (см. [2]). Второе же слагаемое (не содержащее полюсов), с 
помощью формулы Пуассона (см. [3]) преобразуется в экспоненциально 
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сходящийся ряд, от которого в большинстве случаев можно оставить лишь 
одно или два слагаемых. 

При суммирвании ряда (1) аргумент импеданса равен ν−−= i
m
mims

r

)( , 

r
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rr miimism )()( 122,12,1 ν−ν−ν=ν+= m , 0)Im( 12,1 <ν−= rmm . 
Импеданс содержит два резонансных слагаемых: 
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Достаточно выполнить суммирование для первого слагаемого 
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Для него сумма ряда (1) записывается как 
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Индексы P  и , как будет видно  в дальнейшем, обозначают 
слагаемые, для суммирования которых будет применяться преобразование 
Ватсона-Зоммерфельда (W ) или формула Пуассона (

W

P ). 
Аналогично  записываются  суммы  ),(2 θNSP   и  ),(2 θNSW ,   содержащие 

второе слагаемое    ⎟⎟
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записывается как 
( ) ( )),(),(),(),(),( 2121 θ−θ+θ−θ=θ NSNSNSNSNS WWPP .                            (5) 

 
1.2.  Суммирование слагаемого, содержащего особенность 

Часть ряда (4) может быть просуммирована по формуле Ватсона-
Зоммерфельда (см. [2]), с некоторыми уточнениями.  

Согласно [2], для вычисления ряда , где ∑
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действительной оси и полуокружностей  бесконечного радиуса в верхней 
и нижней полуплоскостях (с направлением обхода против часовой стрелки). 
Полюса на действительной оси обходятся по часовой стрелке, по 
полуокружностям бесконечно малого радиуса. Обозначив  

±C

±S

±
rz    – полюсы функций  на действительной оси, ±ϕ
+
cz    – полюсы функции  в верхней полуплоскости, +ϕ
−
cz    – полюсы функции  в нижней полуплоскости, −ϕ
±ρ cr,  – вычеты этих функций в соответствующих точках , ±

crz ,

можно записать интегралы по замкнутым контурам  как  ±C
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целые числа, поэтому 
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где теперь  обозначают полюсы функции  в верхней и нижней 

полуплоскостях и на действительной оси, с вычетами в этих точках .  
rc zz ,± )(zf

rc RR ,±
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Сложив +I  и −I , получаем: 
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Это выражение отличается от приведенного в [2] дополнительным 

слагаемым 
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Определим  в интервале θ π<θ≤ 20 . При этом интеграл (7) имеет 
конечный предел при ∞→R  при нулевой длине сгустка. Обозначим 
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где введены обозначения 2
010 /)2(2/ φπ±θ−=α−=∆ imitz , 

. α−±=′ 2/2,1 itRZ
Используя свойства интегральной показательной функции и 

интегрального синуса (см. [4], (5.1.1), (5.1.7), (5.2.21), (5.2.25)): 
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Вычислим  интеграл (8) при 00 ≠φ . 
Радиус окружности  стремится к бесконечности, при этом можно для 
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R

t  выбрать его много больше  и || 0z |2/| αt . Путь интегрирования в 

плоскости переменной z′  – это дуга радиуса ∞→R , пересекающая 
положительную или отрицательную часть мнимой полуоси, соединяющая 
точки α−±=′ 2/2,1 itRZ . Всегда можно выбрать такой радиус, чтобы 

  (для ) или 4/|2/)arg(| 2,1 π>π−′Z +S 4/|2/)arg(| 2,1 π>π+′Z  (для ). 
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где , а путь интегрирования по dy пересекает отрицательную 
действительную полуось. Как видно, этот интеграл выражается через 

α′= 2
2,1 ||1 ZR
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интегральную показательную функцию, которая при пересечении 
отрицательной действительной полуоси имеет скачок (см. [4], (5.1.7)):  
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при этом использованы свойства и определения интегральной показательной 
функции и интегрального синуса (9). 
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Таким образом, интеграл (8) при ∞→R  записывается (с учетом (7.1.6) из 
[4]) в виде суммы 
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где знак определяется выбором  или , а +S −S α−=∆ 2/0 itz . 
Нетрудно заметить, что при 0→α  (11) превращается в (10), как и 

должно быть. Кроме того, при 1<<α  имеем асимптотику (см., например, [4], 
(7.1.23)): 

{ })(1 222 )(4/

1,1
0

α∆±π±=
−

α∆−α−

>>α∆<<α

+α−∫
±

ierfceeie
zz

dz tiztz

S

     (12) 

it
eee

i
eei ttt απ

≈
α∆
π

=
α∆±π

π±≈ α−α−α∆α∆−α− 2
)(

1 4/4/)()(4/ 22222 .  

Вернувшись к исходным обозначениям, (8) можно записать как 

)2(2/

1

2
0

21)( π±θ+φ−± ∫∫
±±

−
=ϕ izz

SS

e
mz

dzdzz                                                (13) 

             ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ φπ±θ+φ
±π±= π±θ+φ−

2
)/)2(( 001)2(2/ 1

2
0

2
1

imerfcei mim  

             2
0

2 2/)2(0
2
2 φπ±θ−
π±θ
πφ

−≈ ei . 
В формулу Ватсона-Зоммерфельда входит также интеграл (в смысле 

главного значения) вдоль действительной оси , ∫
∞

∞−

dzzfP )(

1

2/ 1)( 2
0

2

mz
eezf izz

−
= θφ− . Он также может быть выражен через вычеты 

функции . Вспомним, что  имеет полюсы только в нижней 
полуплоскости. Поэтому при 

)(zf )(zf
π<θ≤ 20 , с использованием (12), имеем 

 9



∫∫∫∫∫
+++

−=−==

∞

∞−

∞

∞− SSC

dzzfdzzfdzzfdzzfdzzfP )()()()()(  

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ φθ+φ
π−⎯⎯ →⎯

−
−= θ+φ−

∞→
θφ−∫

+
2

)/( 0012/

1

2/ 1
2
0

2
1

2
0

2 imerfcei
mz

dzee mim
R

S

izz  

              

( )

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

φ>>θ
θ
πφ

=θ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ φ
π−

≈
φθ−

φ−

.,2

,0,
2

0
2/0

012/

2
0

2

2
0

2
1

ei

imerfcei m

                         (14)                  

Таким образом, с учетом (6), (13), (14)  

∑∫∑ ππ−=
−

∞

∞−

∞

−∞=

θφ−

r
rr

m

imm zctgRdzzfP
mm

ee )()(1

1

2/2
0

2                    (15) 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−π++ππ−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
ϕ+ϕ+ ∑ ∑∫∫ −−++−+

−+ c c
cccc

SS

izctgRizctgRdzzdzz
i

))(())(()()(
2
1  

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

φ

φ+θ
⋅−−π−π= θφ−

2
)(

0

2
01

1
2/ 1

2
0

2
1

im
erfciimctgee imm  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ φθ−π+φ−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ φπ+θ+φ
+ π−π

2
/)2(

2
1

2
/)2(

2
1 00120012 11

im
erfce

im
erfce mimi ,  

где , , а  – вычет в этой точке функции π<θ≤ 20 11 mz =− −
1R

1

2/ 1)( 2
0

2

mz
eezf izz

−
= θφ− , равный . При θφ−− = 1

2
0

2
1 2/

1
imm eeR 10 <<φ , 0≠θ  

этот выражение упрощается: 

( )imctgee
mm

ee imm

m

imm −ππ−≈
−

θφ−

≠θ
<<φ

∞

−∞=

θφ−∑ )(1
1

2/

0
,11

2/ 1
2
0

2
1

0

2
0

2
 

   
⎩
⎨
⎧

π+θ
+

θ
−

π

φ
π+ φπ+θ−πφθ−θφ− 2

0
2

1
2
0

2
1

2
0

2
1 2/)2(22/02/

)2(
12

2
eeeiee miimm  

   
⎭
⎬
⎫

θ−π
− φθ−π−π− 2

0
2

1 2/)2(2
)2(

1 ee mi . 
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В том случае, когда 0φ  много меньше минимального расстояния между 
сгустками (то есть размера сепаратрисы), можно оставить лишь первое 
слагаемое: 

( ).)(ctg1
1

2/

0
1

2/ 1
2
0

2
1

nmi0

2
0

2
imee

mm
ee imm

m

imm −ππ−≈
−

θφ−

≠θ
θ<<φ

∞

−∞=

θφ−

′

∑ .   (16) 

Это тот же результат, что и при 00 =φ , но теперь ясны ограничения: 

поправки надо учитывать при min0 θ∝φ . Так, например, при 5.0
min

0 =
θ
φ

 

поправка имеет порядок 07.05.0 22/

min

0 2
0

2
min ≈=

θ
φ −φθ− ee , а при 

25.0
min

0 =
θ
φ

 00009.025.0 82/

min

0 2
0

2
min ≈=

θ
φ −φθ− ee . 

Так как обычно 0φ  много меньше размера сепаратрисы, которому 
кратны все ненулевые θ , поэтому при  практически всегда этой 
поправкой можно пренебрегать. 

0≠θ

При  имеем 0=θ

≈
−

=θ
<<φ

∞

−∞=

θφ−∑
0

,11

2/

0

2
0

2 1

m

imm
mm

ee  

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ φ
⋅π−−ππ−≈ φ−φ−

2
)(ctg 012/

1
2/ 2

0
2

1
2
0

2
1

im
erfceiime mm  

            
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+

φ−
φπ−ππ−= ∑

∞

=

φ−

0

2
0

2
1

011
2/

!)!12(
)(

2)(ctg
2
0

2
1

n

n
m

n
m

mme ,             (17)                   

то есть для любого θ , объединяя (16) и (17), получаем 

1
1

2/
1

21

11

0

2
0

2 1
)(

),(

<<φ

∞

−∞=

θφ−∑ −−
ρ

=θ
m

immNr
W mm

eem
ss

imsNS  

     ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ φ
δ⋅+−π

−
ρ

π−= θ
θφ−

2
)(ctg

)(
01

0,1
2/

1
21

1 1
2
0

2
1

im
erfcieimem

ss
ims immNr  
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−π
−

ρ
π−= θφ− 1

2
0

2
1 ))(ctg(

)( 1
2/

1
21

1 immNr eimem
ss

ims  

   
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
φ−

φ
π

+δ+ ∑
∞

=

φ
θ

0

2
0

2
12/

010, !)!12(
)(2 2

0
2
1

n

n
m

n
m

emi . 

Из (17) следует, что  при 0=θ  поправка зависит не от соотношения 
размера сгустка и размера сепаратрисы (то есть длины волны 
фундаментальной моды), а от соотношения размера сгустка и 
минимальной длины волны рассматриваемого спектра. То есть для длин 
волн, сравнимых с размером пучка, эту поправку необходимо учитывать. 

При суммировании ряда 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
φ−∑

∞

=0

2
0

2
1

!)!12(
)(

n

n

n
m

 следует брать  слагаемых, 

где 

maxn

.1
2

)(

max

2
01 <<

φ
n

m  В таблице 1 для разных  приведены значения 

, при которых точность вычисления суммы по  не хуже 0.001: 

2
0 )( φ= rmx

maxn n

                                                                          Таблица 1 
2

0)( φ= rmx  maxn  

25≥  )(xceil  
18≥  1)( +xceil  
12≥  2)( +xceil  

Для всех x  3)( +xceil  
 
Отметим, что в пределе 00 →φ  полученные выражения совпадают с 

полученным в [1] не только при  π<θ< 20  (то есть при 0≠θ ) (см. [1], 
формула (5)), но и при 0=θ  (см. [1], формула (1)), с учетом того, что 

0)sin(

0

=θ

=θ
∑

m
m ma . Совпадение (18) с уже известными формулами в 

соответствующих частных случаях подтверждает справедливость 
полученной выше более общей формулы (15)). 

Итак, резонансное слагаемое ряда (1) при 10 <<φ   имеет вид 
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( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π
ν

ρ
=θ−θ θφ− 1

2
0

2
1 2/

11
2

21
2

),(),( immNr
WW eemsmNSNS    

         ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
φ−

φ
π

δ−δ−−π−× ∑
∞

=

φ
θθ

0

2
0

2
12/

010,0,1 !)!12(
)(2)1()( 2

0
2

1

n

n
m

n
m

emimctg  

     θφ−π− 2
2
0

2
2 2/

22
immN eems

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
φ−

φ
π

δ−δ−−π−× ∑
∞

=

φ
θθ

0

2
0

2
22/

020,0,2 !)!12(
)(2)1()( 2

0
2

2

n

n
m

n
m

emimctg , 

rmim )( 122,1 ν−ν−ν= m ,  π<θ≤ 20 .                                                  (19) 
 

1.3. Суммирование слагаемого, не содержащего особенности 

Часть ряда (1), не содержащая полюсов, может быть представлена (см. 
(5), (3))  как 

k
kN

N

k
r

kN
rPP Cmmmmmm

i
NSNS ))()((

2
),(),( 1

2

1

0
2

1
11

2

21 −−
−

=

−−∑ ν+−ν+
ν
ρ

=θ−θ ,  

где 

∑ φ−θ=φθ=
m

mimk
kk eemCC 2/

0
2
0

2),( .      

Для вычисления ),( 0φθkC  можно применить, например, формулу 
Пуассона (см., например, [3], формула (11.1)): 

∑ ∫∑
∞

−∞=

∞

∞−

π
∞

−∞=

=
n

inx

m

dxexfmf 2)()( ,                                                     (20) 

достаточные условия применимости которой выполняются для 
 (во-первых,),( 0φθkC )(xf ′  существует при ∞<<−∞ x  и, во-вторых, ряд 

 сходится равномерно при ∑
∞

−∞=

+′
n

nxf )( 10 ≤≤ x ). 

Согласно (2.3.15.9) из [5], для  0)Re( >p

∑∫
=

∞

∞−

−−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
=

]2/[

0

22

)!2(!
)/(

4
exp

2
!2

n

k

kn
qxpxn

knk
qp

p
q

p
q

p
ndxex . 
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В нашем случае для , 2/2
0

2
)( φ−θ= mimk eemmf

∫∫
∞

∞−

π+θφ−
∞

∞−

π = dxeexdxexf nixxkinx )2(2/2 2
0

2
)(  

                  ∑
=

−

+ −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
φ
π+θ

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

φ
π+θ

−
φ

π
=

]2/[

0

2

0
2
0

2

1
0 )!2(!)!2(

)2(

2
)2(exp2!

k

l

lk

k lkl

ni
nk . 

Так как π<<φ 20 , в (20) можно ограничиться при 0=θ  слагаемым с 
, а при   – слагаемыми с 0=n 0>θ 1,0 −=n : 

       
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

⋅
φ

π
≈=φ

+
φ−∑ .,0

.,1
)!2/(

!
)2(

2),0(
1

0

2/
0

2
0

2

нечk
четk

k
kemC

k
m

mk
k , 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
φ
θ

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

φ
θ

−
φ

π
≈φθ ∑

=

−

+>θ

]2/[

0

2

0
2
0

2

1
0

00 )!2(!)!2(2
exp2!),(

k

l

lk

kk lkl

i
kC  

                
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
φ

π−θ
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

φ
π−θ

−+ ∑
=

−

]2/[

0

2

0
2
0

2

)!2(!)!2(

)2(

2
)2(exp

k

l

lk

lkl

i
,  π<θ< 20 . (21) 

1.4.  Общее выражение для суммы ряда 
Таким образом сумма ряда (1) вычисляется как  

( ) ( )),(),(),(),(),( 2121 θ−θ+θ−θ=θ NSNSNSNSNS WWPP , 

( ) ( )⎜
⎜
⎝

⎛
δ−−π−

⎩⎨
⎧ π

ν
ρ

=θ−θ θ
θφ− )1()(ctg

2
),(),( 0,1

2/
11

2

21 1
2
0

2
1 imeems

i
imNSNS immNr

WW  

                       
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
φ−

φ
π

δ− ∑
∞

=

φ
θ

0

2
0

2
12/

010, !)!12(
)(2 2

0
2

1

n

n
m

n
m

em  

                        ( )⎜
⎜
⎝

⎛
δ−−π−π− θ

θφ− )1()(ctg 0,2
2/

22 2
2
0

2
2 imeems immN
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟
⎟

⎠

⎞

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
φ−

φ
π

δ− ∑
∞

=

φ
θ

0

2
0

2
22/

020, !)!12(
)(2 2

0
2

2

n

n
m

n
m

em , 

k
kN

N

k
r

kN
rPP Cmmmmmm

i
NSNS ))()((

2
),(),( 1

2

1

0
2

1
11

2

21 −−
−

=

−−∑ ν+−ν+
ν
ρ

=θ−θ , 

где  определены в (21). kC
 

2.  Поперечные колебания 
 
При анализе поперечных колебаний  суммируются ряды вида 

∑
∞

−∞=

−θ=θ
m

tm
im

t ZeS )( ,       

где  ,  ))(( 0 xtxtm miZZ ν′−ω−=−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−−

ρ−
=

−−
ρ−

=
)(

1
)(

1
)())((

)(
212121 ssssss

i
ssss

isZ tt
tx , 

r

is
ω
ω−

= , 

xν′  – дробная часть числа бетатронных колебаний за оборот. 
В этом случае, во-первых, поперечный размер сгустка сразу можно 

считать нулевым, и во-вторых, суммируемая функция достаточно быстро 
убывает при ∞→|| m  так что сразу могут быть применены формулы 
суммирования, аналогичные приведенным в [1]. Такой же результат 
получается автоматически при использовании изложенного выше метода, с 
учетом того, что благодаря убыванию суммируемой функции при ∞→|| m  

как , метод Ватсона-Зоммерфельда полностью применим к этому ряду. 2/1 m
. В результате, обозначив rx m/ν′−=ν , 

 xrrr mimiimism ν′+ν−ν=ν−ν−ν=ν+= )()()( 12122,12,1 mm , 

используя полученные выше результаты, можно сразу записать 

∑∑
∞

−∞=

θ
∞

−∞=

−θ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−−

ρ
==θ

m

imrt

m
m

im
t mmmm

e
ss

mZeS
2121

11
)(

)(  

       { }))(ctg())(ctg(
2 21

2
21 imeime

i
m imimrt −π+−π−
ν

πρ
= θθ . 
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4.  Симметричные моды колебаний 
 
При рассмотрении симметричных пучков используют базис нормальных 

симметричных мод колебаний, в котором матрица, описывающая колебания 
пучка, превращается в диагональную или (при наличии встречного пучка) в 
трехдиагональную, элементы которой описываются рядами 

∑ Ω+ω+−+δ= φ+−+θ

p
b

kpNkpNiN
bbikki nkpNiZeekpNNS bb )))((()(~

0
2/)()(

,
2
0

2 , 

здесь  ( – угловое расстояние от резонатора до места встречи 
пучков) при описании воздействия встречного пучка и 

pθ±=θ 2 pθ

0=θ  при описании 
воздействия пучка самого на себя; 0<θ заменяется на π+θ 2 . 

Просуммировать этот ряд можно методом, аналогичным изложенному 
выше. 

∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+
−

ρ
= φ+−

p b

N
bkpN

b
r

kk mkpN
kpNeN

ss
imsS b

1

2/)(

21

11
, )(

)(
)(

~ 2
0

2  

   ∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−+
+

−+
−+

−
ρ

= φ+−

p b

N

b

NN
bkpN

b
r

mkpN
m

mkpN
mkpNeN

ss
ims

b

1

1

1

12/)(

21

1
)()(

)(
)(

2
0

2  

    ),(~),(~ 11 kNSkNS WP += , 
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⎠
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⎜
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ρ
=

p

N

k
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b
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b

r mkpNeeN
ss
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1

0

1
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)(
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0

1
1
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ims
k

N

k
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r
′

−
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ρ

= , 

где  

∑ ′+θφ+−
′ +=

p

k
b

kpNikpN
k kpNeekC bb )()(~ )(2/)( 2

0
2 . 
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Сумму )(~ kCk ′  можно вычислить с помощью преобразования Пуассона 
(20): 

∑ ∫
∞

−∞=

∞

∞−

+θπ′φ+−
′ +=

n

kpNiinpk
b

kpN
k dpeekpNekC bb )(22/)( )()(~ 2

0
2  

        ∑ ∫
∞

−∞=

∞

∞−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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θ+

π
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n

N
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b
dxexee

N
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2
2//2 2

0
21  

           ( )∑
∞

−∞=

π−
+′ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

φ
θ+π

−
φ

′π
=

n

bNink
k

b

Nnek
N

b
2
0

2
/2

1
0 2

/2exp!2  

          ( )
lk

b
k

l

Nni
lkl

2

0

]2/[

0

/2
)!2(!)!2(

1
−′′

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

φ

θ+π
−

−′
× ∑ . 

Пусть bb NfNf ≤+<πθ≤≤ 1)/2/(0 11 . Тогда основной вклад в сумму 
дают  слагаемые с 1fn −=  и 11 −−= fn . При bNf /2 1π=θ  

⎩
⎨
⎧

−′
−′

′φ
′π

= +′
π

π=θ′ нечет.,0
чет.,1

!!
!2)(~
1

0

/2
/2

1

1 k
k

k
ke

N
kC k

Nkif

bNfk b

b
 

При θ∆+π=θ bNf /2 1 , 0φ>>θ∆  

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

φ
θ∆

−
φ

′π
=

−′′

=

π
+′′ ∑
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l

Nkfi
k

b
k i

lkl
ek

N
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2

0

]2/[

0
2
0

2
/2

1
0 )!2(!)!2(

1
2

exp!2)(~
1  

( ) ( )
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

φ

π−θ∆
−

−′⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

φ
π−θ∆

−+

−′′

=

π ∑
lk

b
k

l

bNki Ni
lkl

Ne b

2

0

]2/[

0
2
0

2
/2 /2

)!2(!)!2(
1

2
/2exp . 

Отметим, что при 1=bN , 0=k , 01 =f  это выражение превращается в 
полученное выше для одного сгустка. 

Аналогично можно вычислить и слагаемое, содержащее особенность, 

WS~  для симметричных мод колебаний. 
Есть и другой способ – перейти к нормальным симметричным модам 

уже после выполнения суммирования по азимутальным гармоникам. 
Полученная в результате матрица будет состоять из двух слагаемых WS~  и 

PS~ . Для вычисления второго слагаемого WS~  этот способ удобнее. 
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При переходе к базису нормальных симметричных мод с матрицей 

перехода  (V̂
)1)(1(2

−−
π

=
lk

N
i

kl beV ) матрица  с элементами 

 (см. (18)) превращается в диагональную: 

1ˆ
WS

)()ˆ( 11
psWpsW SS θ=

( )))(1(2

1

1

1

)1(2
111 21)ˆˆ()~(

psl
N
iN

l b
W

lN

llkj
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N
i

b
psWpsW b

b b

b e
N

jSe
N

VSVS
−−

π
−

=

−

−=−=

−
π

− ∑ ∑
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π−
== . 

Отметим, что отрицательный аргумент 
bb N
j

N
kl π

−=
−π

=θ
2)(2  должен 

быть превращен в положительный 
b

b
N

Nj )(22 +−π
=π+θ . 

Сумма по  от j )1( l−  до )( 0 lNb −  не зависит от  (так как при разных 
 суммируются в разном порядке одни и те же слагаемые), поэтому можно 

вынести эту сумму из-под знака суммирования по l : 

l
l

( )
∑∑

−

=

−
π

−−

=

−
π

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
=

1

0

)(2
1

1

0

)1(2
1 21)~(

b

b

b

b

N

l
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N
i

b
W

N

f

fp
N
i

b
psW e

N
f

Se
N

S  

         
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
δ= ∑

−

=

−
π

−

b
W

N

f

fp
N
i

ps N
fSe

b

b
21

1

0

)1(2

. 

Здесь суммируются (с фазовыми множителями) значения  для 

значений 

)(1 θWS

bN
fπ

=θ
2 , 1,...,0 −= bNf . Отметим, что в случае встречных пучков 

b
p

b
pkl N

j
N

kl π
−θ±=

−π
+θ±=θ

22)(22 , где – угловое положение резонатора 

относительно выбранного (одного из возможных) места встречи сгустков. 
При этом 

pθ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+θ±δ=θ± ∑

−

=

−
π

−

b
pW

N

f

fp
N
i

pspspW N
fSeS

b

b
22))2(~( 1

1

0

)1(2
1 ,  

причем аргумент  функции ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+θ±

b
pW N

fS 22  в каждом слагаемом,  равный 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+θ±

b
p N

f22 , должен быть увеличен или уменьшен на π2 , так, чтобы он 

оказался в пределах )2,0[ π . Пусть , тогда bbp NfNf ≤+<πθ≤≤ 1)/2/(20 11
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⎜⎜
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где 
bb

p NN
f π
<

π
−θ=θ∆≤

2220 1 . 

Для  вывод аналогичен. bbp NfNf ≤+<πθ−≤≤ 1)/2/(20 11

Таким образом,  
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.,...,1 bNp =  
Необходимое число слагаемых суммы по  было приведено в таблице 1 

(при вычислении суммы для одного сгустка). 
n

Отметим, что при 1=bN , 0=k , 01 =f  это выражение превращается в 
полученное выше выражение (19) для одного сгустка. 

 
Оценка вклада в сумму нерезонансных слагаемых 

Итак, выражение для суммы ряда (1) содержит три слагаемых разного 
рода: 
1) слагаемое, полученное с помощью преобразования Пуассона, 

являющееся суммой ряда, содержащего целую часть выражения , 
то есть не имеющего особенности; 

+
m

N Zm

2) слагаемые, полученные при вычислении вычетов при суммировании 
части выражения , содержащей особенность, но стремящейся к +

m
N Zm
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нулю при ∞→m ; эти слагаемые, содержащие множители 
( ))1()(ctg 0,2,1 θδ−−π im , имеют резонансный характер и преобладают, 
когда   приближается к целочисленным значениям; 2,1m

3) слагаемое, возникающие при суммировании части выражения , 
содержащей особенность, но стремящейся к нулю при 

+
m

N Zm
∞→m , и 

представляющие собой конечный интеграл по полуокружностям 
бесконечного радиуса. 

В работах, посвященных суммированию аналогичных рядов,  обычно 
ограничиваются вторым из этих слагаемых. Но если в [1] приведены 
формулы для  и для  не больше единицы, то в [6] рассматриваются 
ряды аналогичные (1) (но для 

00 =φ N
0=θ ).  

На приведенных ниже рисунках 1 и 2 показаны зависимости 
(действительная и мнимая части) второго слагаемого (S1) и суммы первого и 
третьего (S2), нормированные на rQmρ , от 0/ωω= rrm , то есть от 
резонансной частоты, для двух значений добротности, 30000=Q  и 

, для 3000=Q 1=N  (рис.1) и для 2=N  (рис.2). Остальные параметры, 
взятые для расчетов, следующие: 001.00 =φ , 01.0/ 0 =ωΩ , 0=θ , 1=bN . 

Эти рисунки показывают, что в тех случаях, когда  заметно отличаются 
от целых чисел, а также при низких добротностях второе слагаемое 
перестает быть преобладающим, и вкладом первого и третьего слагаемых не 
нужно пренебрегать. Заметим, что при нечетном 

rm

1=N  (при рассмотрении 
разных типов мультипольных синхротронных колебаний независимо друг от 
друга, в приближении коротких сгустков) S2 дает в основном вклад в 
мнимую часть общей суммы, а при четном 2=N  – в действительную 
(четные значения  возникают при описании внутрисгустковых колебаний 
с учетом взаимодействия сгустков с ВЧ модами, длины волн которых 
сравнимы или меньше длины сгустков). 

N
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Рис.1. Зависимости (действительная и мнимая части) второго слагаемого (S1) и 
суммы первого и третьего слагаемых (S2), нормированные на rQmρ , от 

, то есть от резонансной частоты, для значений добротности 
 и , для нечетного 
0/ωω= rrm

30000=Q 3000=Q 1=N . 

 
Рис. 2. Зависимости (действительная и мнимая части) второго слагаемого (S1) и 
суммы первого и третьего слагаемых (S2), нормированные на rQmρ , от 

, то есть от резонансной частоты, для значений добротности 
 и , для четного 
0/ωω= rrm

30000=Q 3000=Q 2=N . 
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