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Two problems on method of images

I.A. Kotelnikov
Budker Institute of Nuclear Physics

630090, Novosibirsk, Russian Federation

Abstract
With the method of images used, two problems of classical electrodynamics
are solved, in which ones there appear infinite sequences of the image charges.
At first, the force acting on a point charge inside a parallel-plate capacitor is
computed. Then, the force of a Coulomb interaction of two charged conduc-
tive spheres is found.
For the latter problem, the capacitive coefficients are also computed. By di-
rect calculus, it is shown that the Coulomb force between charged conductive
spheres coincides with the force obtained by a method of virtual displace-
ments.
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	����� � ��������# ���� �� ������������ ������	
�������

�������� +$����� $�
 
�	��# "�	
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����#� ������ �( )
������%# φ±�
�����
�	�� ���$�%� )	��#� "�	� 0�� ��%�$��#� 
��
��-���� � ����� )
'
)	�!���� ����� �����* ������
� :+;� �
(	���� ������ :−; �%� %��
.

"�	�� /������� $�
 ����� )
������%
� �������
.
 
�	��� q−n � �.
 
�'
	�!���� q+n+1 
��
����%*�
 )
��	(�
��� )	��
.
 "�	� 	���� ��%, ���
	�
 �� )
��	(�
��� &�
.
 "�	�� )
��
%*�� 
�	�!���� ��	
�%
�* � )	��'
)
%
!����� $�
 )
��	(�
��* 
�
��%���� H���� 
�	�

�� )
������%# ���(

�	��
�� �	
�� q+0 �
�	�-�,���� +%��
����%*�
� φ+ = q+0 /R� ���%
.�$'
�
 �%� %��
.
 "�	� �����? φ− = q−0 /R� ��)
%*
�� �
	��%# 4K9 � 4L9 �

	�"���� )	��#��-�� 
���$�� )
%�$��� �	�������

φ+ =
Q

C−
+

q

C+
, 46@9

φ− =
Q

C−
− q

C+
, 46�9

.�� Q = (q+ + q−)/2� q = (q+ − q−)/2� � �
&��������# C± 
)	���%��# �
4�9� 2
 
)	���%���,� )
������%*�#�� �
&����������� ��
#������ ��'
�
	 ��%�$�� Sαβ � ����( $�
 φα = Sαβ qβ � 0 ����
� �%�$�� ������# α� β
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�%����� �	������� � ���	�$'
�
� ���� (

φ+

φ−

)
=
(
S++ S+−
S−+ S−−

)(
q+
q−

)
,

��(
��� ���	��� )
������%*�#( �
&��������
�?

Sαβ =

(
1

2C− + 1
2C+

1
2C− − 1

2C+
1

2C− − 1
2C+

1
2C− + 1

2C+

)
, 46C9

G�	����� �� ���	��� Cαβ = S−1
αβ ��
#������ ���	���� ���
���#( �
&�'

�������
�?

Cαβ =
( C−+C+

2
C−−C+

2
C−−C+

2
C−+C+

2

)
. 46E9

B> )	����
 
�)��#���* � ����

Cαβ =
(
C1 + C −C
−C C2 + C

)
, 46�9

.�� C1 � C2 D )�	�
���#� >��
��� 4���� :���
��� �� ����
��$�
��*;9 )�	'
�
.
 � ��
	
.
 )	
�
����
� �

����������
� � C D �( �
������ >��
��*�
+	������� 46E9 � 46�9� ��(
��� >��
��� �%� �%�$�� ���( 
�����
�#(
"�	
�?

C1 = C2 = C− , C = (C+ − C−)/2 = R

∞∑
k=0

sh[α] / sh[(2k + 2)α] . 46K9

�	����� 
������
��� ���
���#( �
&��������
� 
� 
��
"���� 2R/L )
'
��
��# �� ���� C� �� ��� (
	
"
 ����
� $�
 )	
�
�
��#� �
&��������
�
C+ � C− ���.�� ���,� )	
���
)
%
!�#� 
����� G�	�-���* � �
	��%�
4669 � �$��
� &�
.
 ������ ���	���
 
��%,$��*� $�
 )	� %,�
� 	����
'
���� ��!�� "�	��� �
!�
 �#�	��* ����, )	
)
	��, ��!�� 
�	�����
"�	
�� $�
 ��%� �( ��%
�
���
.
 �
���
�������� ����� � �
$�
��� 	��'
�� ��%,� )	� �
� $�
 �� 
��� �
 
�	��
� �� 	���� ��%,� B�%� !� 
���
�
 
�	��
� 	���� ��%, 4�
 �� 
�� 
��
�	�����
9� �
 "�	#� 
$�����
�
)	���.���,����
G������ ���!�� $�
 )�	�
����� >��
��* � )
	�
���%*�
� �
$�
��*,

@M �))	
�����	����� )	
����"�� ��������

C− ≈ R

1 + (1/ ln 2 − 1)R/L
.
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<��	.�� &%���	�$���
.
 )
%� ������# )	
�
����
� �#$��%����� )

�
	��%�� W = 1

2Sαβqαqβ �%� W = 1
2Cαβφαφβ � B�%� 
����# 
�	��# )	
'

�
����
�� �
 ��%� �( �
���
�������� �
!�
 ������ ��	*�	�� &��	.�,
������# )
 	����
���, L ��!�� )	
�
������� )	� �����	
����#( 
�'
	���( )	
�
����
�?

F = −δSαβ

δL
qαqβ

2
. 46L9

B�%� )	
�
����� ��(
����� )
� 
�����#�� )
������%���� ��%� �( �
�'
��
�������� �%����� �#$��%��*� ��	*�	�� &��	.�, &%���	�$���
.
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%�
)	� �����	
����#( )
������%�(?

F =
δCαβ

δL
φαφβ

2
. 46�9
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���� ��QRRR�  �? :�����;� 6�L@�

5@8 0�0� ���#.��� ���� H
)�#.��� +�
	��� 
���$ )
 &%���	
���������
 �? :�����;� 6�K��

5�8 ���� 3
��%*���
�� 0��� S�
�%��� B��
���#� �
&��������# ������#
���( )	
�
��-�( "�	
��  �? 0 )�$���� @��6�

���	�� � �
�
�
�

� ������� ���	��
���� � 
���� �������� �� �� �����
��� �����������	�� ����
�����	�� ��� ����� �� 
����� ������

���� ����� ���	��
����� 	�

���

�� ���� �������
��� ���

���� ����
 F ��
� �
 
�� � ���� �����	�� ��

� ���������� �
 ���	��
���	� �����!
�� ���	��
��� 
�������� "��� F ���	�

�	�#�	����� 	
�#
�� ����� F′ = −F� $��� 
���#��! ��	
�	����� �����
��
�
���� �
��
�	 	
�#
�� ���� F′� �� 	����

�� ���	��
�� 
��
�� �����
��
�
�����

� ������ ��!��� %�
��������� �
��&�� 	�

��#�&� �	���
�� ���
�

� �����	��!� ��� ��� ���'��� ���
� ���	����! �����
��
� �����

� (�	��

�����������) � ��������
� ���&�� *�&�� ���� F′ ����� �������!�� �� ���� F
�����
��
� ����� � ������� � ���
���!� �� �����
��
� ����� 	��#�&� �������
������ ���� δA′ � δA ����� ��	
� �� 	�����
� � �����	������
� �� 

���+
δA′ = −δA� ����,� δA = F·δL� &�� δL � 	����� ������ �
�� ���	��
���� -���
'��� ����� �����	�����!�� 	�����
��� ��� ��&�� �
��� �������� .���� ���
������� ��	����!� ����� ����������� ������� ����	����! ������

��� *�&��
������ 	
�#
�� ���� F′ ������ 
� ����� �
�� �	����
�� �
��&�� �������+
δA′ = δF � ���

δA + δFT,q = 0 .

�
���� q � T ���
�	���� ��� ����� �
�� �	����
�� �
��&�� ����
� ���!
	������
� ��� ��� ������

�� 
������ � ������������ -��
����&�� �
��
��

��� �	����
�� �
��&�� �
�
� ��/����'�� ���	��
��� 	 ������������� �����

��������� ��� ��� ����� �
�� �	�
�
� � �
��
�
��� ����
'���!
�� ���/�
/�'��
��	 δSαβ� � ���

�+ δFT,q = δSαβ qαqβ/2� ������ 
������+

F = − δSαβ

δL

qαqβ

2
.

� -� ���	
�
�� � ������� �� 
������ 
��������� �����! �����
����!
��
������ φα δqα �� ������ �
�� 
�����	 	
�#
�� �����
����� ������� �������
��	��� ����
'���� ���	��
���	+

−F·δL + φα δqα = φα δCαβ φβ/2.

6C



-����� �

�� 
����� 
������� �����	
�	�� 
��� 	����'�� ����
'����	 ����
	��
���	+

0 = Sαβ δqβ + δSαβ qβ .

������ δqα = −S−1
αµ δSµν qν = −Cαµ δSµν Cνβ φβ �

0�
����
�� �������	� Cαµ Sµν = δαν � �������� ���	
�
�� δCαµ Sµν+Cαµ δSµν =
0� 1�
���� �&� 
� S−1

νβ = Cνβ � 
������ �	�
! ����� 	����'��� ������
�� �
����
'���!
�� ���//�'��
��	+ δCαβ = −Cαµ δSµν Cνβ � "����	����!
�� δqα =
δCαβ φβ� 2��� ��
��!��� �

������ ��� ������ �� ������ �
�� 
�����	 ��	
�
	 3 ��
� ���!#� �
��
�
�� �	����
�� �
��&�� �������� -�����	��� 
����

��


���
�� δqα 	 ���	�� ���	
�
��� �������� ���
�����!
�� ��	��+

F =
δCαβ

δL

φαφβ

2
.

� -���! q− = 0� *�&�� Q = q = q+/2� -�����	�	 ��� 

���
�� Q � q 	 /������
(44)� ��������+

F = − q2
+

4

∂

∂L

�
1

C−
+

1

C+

�
.

� ���

���� 
���� �
�����	�

�&� #��� ����
 q+� 5��
	���
�� 
���� 
�
���
��

�&� #��� q− 
������ �
 ����	��� ��� �&� ����
'���

φ− = S−+ q+ + S−− q−

��	�
 
���� 6����!
�� �������	��
�� �����'� ����
'���!
�� ���//�'��
�
��	 	 	��� (47)� ��������+

q− = −q+
C+ − C−
C+ + C−

.

*����! ���
� 	�����!
�	��!�� /�������� (8)� ����� 	���
��! 
����� Q0 �
q0 ����
 Q = (q+ + q−)/2 � q = (q+ − q−)/2� � 
���� ������	��! �� 	 /������
(49)� ������

�� ������ �������	�
��� ��� ����� /����	
��� 
��������

$��� ��#��! 
����� ������� 	������!
�� ������ �
��� ������� �����!
��
	��! /������ (48)� �
� ������
� 	 ����������
��� ��� 
����� ���	��
���	
������

�� : ���������	����� 
����� 
���� 
�
����

�&� ���	��
���� ��
����
����� ��
����� ��� 	������!
�� ��� �
�� ����&� �
 ���	��
���	� ��
��� ����
�
	������ �����

��� ������ ������ φ− δq− �� ������ �
�� 
����� � ;
���
��< 
� 
�
����

�� �� ���	��
�� ��	
� 
���� -�� ����� ������� ��#�
��
��������+

F = −q2
+

∂

∂L
{C+ + C−}−1 .

� =�� ������
�� ������&� ��
����
�� �
 (>) ����
� 	�����!
�	��!�� ����
��
#�
���

sh[(n + 1)α] = sh[α]

[n/2]�
k=0

2n−k

�
n − k

k

�
chn−2k[α] ,
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&��

�
n − k

k

�
� ��
�����!
�� ���//�'��
�� � �����!� ��� ch[α] = L/2R�

1�����	�� 
�����!�� ���	�� ���
�	 ��
����
�� �� ������ ��������� 2R/L�
��������+

C± = R ± R2

L
+

R3

L2
± R4

L3
+

2 R5

L4
± 3 R6

L5
+

5 R7

L6
± 9 R8

L7
+ . . . .

-���
��
�� ,�����! �����&� #��� ��	
� C−� � 	
���
�� ,�����! � C = (C+−
C−)/2� ����

C =
R2

L
+

R4

L3
+

3 R6

L5
+

9 R8

L7
+ . . . .

� $�����! ������� ��	
� ��	��

�� ����
��
�� ������� C−� -�� L = 2R
����� α = 0� -������� � ������� α → 0 ��� 

���� ����� 	 (>)� ��������+

2C− = 2R

∞�
n=0

(−1)n

n + 1
= 2R ln(2) .

*���� �� ��
��!��� ������
 	 
����� ?34@ �
 ����
��� 
���� A3B�
:������

�� ������! 
� ������� �����! �� 	
���
�� ,�����!� #���	 C =

(C++C−)/2� ������� ��������� � �����
��
���� ��� ������
�� #���	� C�����

����
�	��� (��� 
����� 43)� ��� C ≈ R
4

ln
�

R
L−2R

�
�

�� =����!
�� � �	�������!
�� ���
� ��
����
�� �������	���� -��	�� 
�
��
��	�� ���
 ��
����
��� ������ �� 
� ����
�	����� � �������!
��+

F = − (q2 − Q2)

L2
− 4 (q2 + Q2)R3

L5
− 6 (q2 + Q2) R5

L7
− 14 (q2 − Q2)R6

L8
+ . . .

=�� ������
�� ���&� ��
����
�� �
 (44) ����
� 	�����!
�	��!�� ��#�
���

����� 8� �������	�� �����!
�&� � �	�������!
�&� ���
�	 ��
����
�� �

��
����� ��� ��� ��������	�
�� �����
�� 
�����	 � ����#�� ���
���!� ���
�
�����!
�	��! 
����!#�� ���	��� �� #����

-�� 
���

�� �������
�� L �� ���	��� ������
�� ��	
�	����� ��&�� ����
	
���������	�� #���	 ��	
� 
���� *���� ������
�� ����� ����� ��� 	����
��

�� ����	��

q+ q− ≈ 2 (q2
− + q2

+)
R3

−
L3

,

������� ��� ���	��� ��� 
�����	 ��
�&� 

���� :��!���� ���� ��
������!
�
������
�� ��	
�	����� 
�����
� ����
��!� ��� �
� 
��������	��

�� -���&�� 	 �� �� /������ (44) q = 0� �����

F = − ∂

∂L

Q2

"−
, (D4)
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&�� Q � 
���� �����&� #���� : ����	����	�� � (>)

C− = R

∞�
n=0

(−1)n sh[α]

sh[(n + 1)α]
,

����,� α = 1
2

ln
�
(1 +

�
1 − (2R/L)2)/(1 −�

1 − (2R/L)2)
	
� E��� ����������

����� ���� L → 2R� -�� ���� α ≈�
1 − (2R/L)2 ��������� � 
���� ��� ���	�	

������!
�� ������� ��� 

���� ������ ��&�� 	�������! 

���
�� C− = R ln 2
��� α = 0� ��� ��� 	 ������	#���� ���� ��
 ����� �����

����� ��
����
��
/�
�'�� ln(1+x) 	 ��� *������ ��� x = 1� ��
��� ��� 	������
�� ����
	���

�� ����� ��� �������
�
�

-������� �������	��
�� C− 	 	��� ���&�&� ����� ����
�&� ��� ��
����
��
�� ����� 

���
��� α� :	���� /�
�'�� G(x) = sh[α]/ sh[(x + 1)α] � �, ����
����
�	�
�� 0������ g(t)� ����� ��� G(x) =


∞
0

dt g(t) e−xt� ���� 	� ���	�

��
����! x ���������!
�� Re[x] > 0� �������� ��� C−/R =

�∞
n=0 F (n) cos[πn]�

=���� �����+

C− = R

∞�
n=0

� ∞

0

dt g(t) e−nt 1

2
[eiπn +e−iπn] =

= R

� ∞

0

dt g(t)
1

2

∞�
n=0

[e−nt+iπn +e−nt−iπn] =

=

� ∞

0

dt g(t)
1

1 + e−t
.

-������
�	�
�� 0������

g(t) =
1

2πi

�
Br

dx G(x) ext

	���������� ��� �
��&��� �� ��
���� Br 	 ��������
�� ��������� x� ��������
 ��� ���	�� 	��� �����

����� ����
��&���!
�&� 	�����
��� F�
�'��G(x) =
sh[α]/ sh[(x + 1)α] ����� ������ ���	�&� ������� 	 ������ x = −1 + iπk/α� &��
k � '���� ������ 6
��&��� �� ��
���� ��	�
 ����� 	�����	 ����
��&���!
�&�
	�����
�� 	 ���� �������� ���
���

�� 
� 2πi+

g(t) =

∞�
k=−∞

(−1)k shα

α
e−t+iπkt/α .

*���� ����
���

C− = R
sh α

α

∞�
k=−∞

(−1)k ak,

6K



&��

ak =

� ∞

0

dt eiπkt/α e−t

1 + e−t
.

5���	�� ���
 	
�	! ������

�&� ����� ��&�� 	����������+

a0 =

� ∞

0

dt
e−t

1 + e−t
= ln 2.

�����!
�� ���
� ��� ����� α � 
���������� ���
���!� ���
� 
����� 	��
���
�	 
�����!�� ��
 �
��&����	�
�� �� ������� -�� ���	�� �
��&����	�
��
��������+

ak =
α

πik

e−t

1 + e−t






∞

0

− α

πik

� ∞

0

dt eiπkt/α d

dt

e−t

1 + e−t
.

-��	�� ���
 	 ���	�� ����� 
� ��	�
 
��� ���!�� 
� 
��
�� ������� t = 0�
:����� ���
 	 ���	�� ����� ���
� �
�	� ����
��&����	��! �� ������� -��
���� ����	���� � , ���
 ���
� ������� ����� ��������! �����
����!
�� ���
��� �
������! α

πik
�� ���	
�
�� � ���	�� ���
��� -�	����
�� ���'�����

���	���� � ��
����
�� ���//�'��
��	 ���� �� �����
�� α+

ak =
∞�

m=0

�
− α

πik

�m+1 dm

dtm

e−t

1 + e−t






t=0

(k �= 0) .

-���������	�	 ���
� ���� ��� ���
���	�� �����
�� α ������� ��
����
��
������
�&� ���//�'��
�� C− 	 ��� *������ ��
������!
� α = 0+

C− = R

�
ln 2 − α2

24
− 7 a4

2880
− 31 α6

60480
− . . .

�
sh α

α
.

-�����	��� ���	�� ���
� ���� 	 (D4)� 
������ ���� �������	�
��+

F ≈ 4 ln(2) − 1

24 ln2(2)

Q2

R2
− 5 − 23 ln(2) + 96 ln2(2)

1440 ln3(2)

�
1 − 4R2

L2

�
Q2

R2

≈ 0,153725
Q2

R2
− 0,0733619

�
1 − 4R2

L2

�
Q2

R2

6
�
� ��������	�
�� ��
����

�� 
�����	� �
� ����� 	 1,6 ��
� ��
!#�� ���
���� F = Q2/4R2 �������	�
�� �����
�� 
�����	 ��� �� 	�����
�� 
������
 ���� 	 '�
���� #���	�

�� -���&�� 	 �� �� /������ (44) Q = 0� �����

F = − ∂

∂L

q2

"+
, (D3)

6L



&�� ±q � 
����� #���	� : ����	����	�� � (>)

C+ = R

∞�
n=0

sh[α]

sh[(n + 1)α]
,

����,� α = 1
2

ln
�
(1 +

�
1 − (2R/L)2)/(1 −�

1 − (2R/L)2)
	
� E��� ����������

����� ���� L → 2R� -�� ���� α ≈ �
1 − (2R/L)2 ��������� � 
���� � ���

����������� 2�� �������� ��� /���� ��� 	
���
�� ,�����! 
��&��
���

� �	��
����	����� ��� ������
�� �������� ��
��
�������

=�� 	������
�� ���� ��� ������ 
� ��
��
�� 

���
��� α 
���
�� �&�
�
��&�����+

C+ ≈ R

� ∞

0

dx
sh[α]

sh[(x + 1)α]

= R
sh[α]

α

� ∞

α

dx

sh[x]

≈ −R ln(α)

≈ R

2
ln

�
R

L − 2R

�
.

-�����	��� C+ 	 (D4)� 
������ ���� �������
��+

F = − 2q2

(L − 2R)R
ln−2

�
R

L − 2R

�
.

-�� ������
�� #���	 ���� 
��&��
���

� 	�
������� 
�����!�� �����

���
��� �����
� ������'��
��!
� �������
�� L−2R ����� ��	���
������ #���	�

5����

�� ����������� ���� 
� ����� �������
��� ����� #����� �����

����� ����������� ��� ����� ����
�#�
�� �� 
�����	� %�� ������� �
 	�	���
/������ (44)� 	 �� �� ������ 	�����
� q ��	
� ������

���� 
�����	 #���	�
6������
�� �����	���� ������ ���
�&� ��	�
��	� 
�����	 � �� 	�����
�� � ��


���� ��&�� ���� �������� ��
��
�� 	�����
�� (��� 
����� 44)�
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