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Ââåäåíèå

Ïëàçìà â ñèñòåìàõ ñ ìàãíèòíûì óäåðæàíèåì, êàê ïðàâèëî, òåðìîäè-

íàìè÷åñêè íåðàâíîâåñíà, ÷òî îáóñëîâëåíî ñïîñîáàìè åå ñîçäàíèÿ è íàãðåâà.

Íåðàâíîâåñíîñòü ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì ìîæåò ïðèâîäèòü ê

ñàìîïðîèçâîëüíîìó âîçáóæäåíèþ ðàçëè÷íûõ êîëåáàíèé ïëàçìû � êèíåòè÷å-

ñêèì íåóñòîé÷èâîñòÿì. Ê êèíåòè÷åñêèì íåóñòîé÷èâîñòÿì, ñïîñîáíûì ðàçâè-

âàòüñÿ â îòêðûòûõ ëîâóøêàõ, îòíîñèòñÿ àëüôâåíîâñêàÿ èîííî-öèêëîòðîííàÿ

(ÀÈÖ) íåóñòîé÷èâîñòü, ïðèâîäÿùàÿ ê ãåíåðàöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí

ñ ÷àñòîòîé ïîðÿäêà èîííîé öèêëîòðîííîé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïðèáëèçè-

òåëüíî âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ. ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòü ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî çàðåãèñòðèðîâàíà â îòêðûòûõ ëîâóøêàõ (â êîíöåâûõ ïðîáêî-

òðîíàõ óñòàíîâêè TMX [17], â öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêå GAMMA-10 [31], â öåí-

òðàëüíîé ÿ÷åéêå è êîíöåâûõ ïðîáêîòðîíàõ ÃÄË [37, 40]) è â ìàãíèòîñôåðå

Çåìëè [33]. Êðîìå òîãî, åñòü óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü âîçíèêàëà

â öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêå TMX-U [23] è ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ

â ïëàçìå òåðìîÿäåðíîãî ðåàêòîðà èç-çà ðàñêà÷êè ïðîäóêòàìè ðåàêöèè ñèí-

òåçà [3, 8, 25,30].

Ðàçâèòèå ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè ìîæåò óâåëè÷èâàòü ýôôåêòèâíóþ ÷à-

ñòîòó ñòîëêíîâåíèé, âëèÿÿ íà ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûé ïåðåíîñ ÷àñòèö è

ýíåðãèè. Òàê, â TMX íåóñòîé÷èâîñòü îãðàíè÷èâàëà ýôôåêòèâíîñòü àìáèïî-

ëÿðíîãî çàïèðàíèÿ öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè êîíöåâûìè ïðîáêîòðîíàìè. Â êîí-

öåâûõ ïðîáêîòðîíàõ ïðè ïîâûøåíèè ïëîòíîñòè ïëàçìû ðàçâèâàëàñü ÀÈÖ

íåóñòîé÷èâîñòü, êîòîðàÿ íàãðåâàëà èîíû â öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêå, ÷òî ïðèâî-

äèëî ê èõ ïîòåðå ÷åðåç àìáèïîëÿðíûå áàðüåðû [15, 16]. Ðàçâèâàþùàÿñÿ â

öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêå óñòàíîâêè GAMMA-10 íåóñòîé÷èâîñòü âûçûâàåò êâàçè-

ëèíåéíóþ äèôôóçèþ èîíîâ è îãðàíè÷èâàåò àíèçîòðîïèþ èîííîãî ðàñïðåäå-
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ëåíèÿ [29,36]. Ðàçâèòèå ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â ìàãíèòîñôåðå Çåìëè îãðàíè-

÷èâàåò àíèçîòðîïèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ [33].

Â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ïëàçìû èññëåäîâàíèå ãðàíèöû ÀÈÖ

íåóñòîé÷èâîñòè òðåáóåò íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ñîáñòâåí-

íûõ ìîä äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

Âëàñîâà-Ìàêñâåëëà. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â îáùåì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò, à

ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðå-

ñóðñîâ. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ

ïðåäïîëîæåíèå î ñëàáîé ïðîäîëüíîé íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû (äëèíà âîëíû

âîçìóùåíèÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòè).

Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ÂÊÁ-ðåøåíèÿ ïî

ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå [2, 14], êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå ñóììû áåãóùèõ âîëí ñ ïåðåìåííûì âîëíîâûì âåêòîðîì, êîòîðûé îïðå-

äåëÿåòñÿ èç ëîêàëüíîãî äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ñïåêòð ÷àñòîò âîçìó-

ùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç ãëîáàëüíîãî äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþ-

ùåãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è òðåáîâàíèÿ îäíîçíà÷íîñòè ÂÊÁ-ðåøåíèÿ.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðàçâèòèÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè (ñóùåñòâîâàíèå

âîëí ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ ÷àñòîòû) ìîæíî ïîëó÷èòü èç àíà-

ëèçà äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÀÈÖ âîëí â îäíîðîäíîé ïëàçìå. Â

ñëó÷àå êîãäà ýíåðãèÿ âîçìóùåíèÿ ìîæåò óíîñèòüñÿ èç îáëàñòè ãåíåðàöèè,

äëÿ îöåíêè ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè ïðèìåíèì êðèòåðèé Áåðñà-Áðèããñà àá-

ñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè [12, 18], îäíàêî ýòîò êðèòåðèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì, íî íåäîñòàòî÷íûì.

Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïî ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè ïîñâÿùåíî ñëó÷àþ áè-

ìàêñâåëëîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì

âäîëü è ïîïåðåê âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ìàêñâåëîâñêèìè ñ ðàç-

ëè÷íûìè òåìïåðàòóðàìè. Áè-ìàêñâåëëîâêîå ðàñïðåäåëåíèå îáû÷íî èñïîëü-
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çóåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ, âîçíèêàþùåãî ïðè íîð-

ìàëüíîé èíæåêöèè ëèáî ÈÖÐ-íàãðåâå. Â ðàáîòàõ [1] è [9] èññëåäîâàíà ÀÈÖ

íåóñòîé÷èâîñòü â îäíîðîäíîé áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå è ïîêàçàíî, ÷òî çà

ðàñêà÷êó íåóñòîé÷èâîñòè îòâå÷àþò èîíû ñî ñêîðîñòÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè

óñëîâèþ öèêëîòðîííîãî ðåçîíàíñà k‖v‖ = ω − Ωci, ãäå ω è k‖ åñòü ÷àñòîòà è

ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåêòîðà âîçìóùåíèÿ. Ðàñêà÷êà ïðîèñõî-

äèò çà ñ÷åò ìåõàíèçìà Ëàíäàó (àíàëîãè÷íî ðàñêà÷êå ëåíãìþðîâñêèõ êîëå-

áàíèé ýëåêòðîííûì ïó÷êîì), äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìà èíâåðñíàÿ çàñåëåííîñòü

âîçìóùåííûõ òðàåêòîðèé ðåçîíàíñíûõ èîíîâ. Â ñëó÷àå áè-ìàêñâåëëîâñêîé

ïëàçìû, êàê ïîêàçàíî â [1, 9], ýòî òðåáîâàíèå ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà

÷àñòîòó íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ ω < Ωci(1 − T‖/T⊥). Â ðàáîòå [29] ðàñ-

ñìîòðåíà ãðàíèöà ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â îäíîðîäíîé öèëèíäðè÷åñêîé ïëàç-

ìå ñ áè-ìàêñâåëëîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì èîíîâ ïðè ïàðàìåòðàõ, áëèçêèõ ê

ïàðàìåòðàì öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè óñòàíîâêè GAMMA-10. Íàéäåíà ãðàíèöà

óñòîé÷èâîñòè, â ðàìêàõ êâàçèëèíåéíîé ìîäåëè ðàññ÷èòàíû ÷àñòîòíûå ñïåê-

òðû íåóñòîé÷èâûõ âîçìóùåíèé, è ïîêàçàíî, ÷òî îíè áëèçêè ê ýêñïåðèìåí-

òàëüíûì.

Âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè ïàðàìåòðîâ ïëàçìû íà ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòü

äëÿ ñëó÷àÿ áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû ñ óìåðåííîé àíèçîòðîïèåé äåòàëü-

íî èññëåäîâàíî â ðàáîòå [14]. Äëÿ àíàëèçà ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè èñïîëü-

çîâàëîñü ïîñòðîåíèå ÂÊÁ-ðåøåíèÿ ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå, ïîïåðå÷íàÿ

íåîäíîðîäíîñòü ïëàçìû ó÷èòûâàëàñü ñ ïîìîùüþ ýôôåêòèâíîãî ïîïåðå÷íîãî

âîëíîâîãî âåêòîðà. Íåîäíîðîäíîñòü ïëàçìû ñèëüíî âëèÿåò íà ãðàíèöó ÀÈÖ

íåóñòîé÷èâîñòè, ïîñêîëüêó îáëàñòü, ãäå ðåçîíàíñíûå èîíû ìîãóò îòäàâàòü

ýíåðãèþ âîëíå, ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîé; êðîìå òîãî, ýíåðãèÿ âîçìóùåíèÿ óíî-

ñèòñÿ óõîäÿùèìè âîëíàìè. Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ãðàíèöà ÀÈÖ íåóñòîé÷è-

âîñòè è íàéäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé ïîëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî â öåíòðå
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ëîâóøêè, ãäå ïëîòíîñòü ïëàçìû ìàêñèìàëüíà, îáðàçóåòñÿ îáëàñòü ñî ñòîÿ÷åé

âîëíîé, çà êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óõîäÿùàÿ âîëíà.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ñòàáèëèçàöèè ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè (è ðÿäà äðóãèõ

íåóñòîé÷èâîñòåé) ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò íîðìàëüíîé àòîìàðíîé èíæåêöèè

ê íàêëîííîé [22]. Óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â ëîâóøêå

ñ íàêëîííîé èíæåêöèåé ðàññìîòðåíû â [19, 20]. Äëÿ àíàëèçà ïðèìåíÿëîñü

ïîñòðîåíèå ÂÊÁ-ðåøåíèé ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå (àíàëîãè÷íî [14]), ïðè

ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ìîäåëüíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ è ïðåíåáðå-

ãàëîñü ïîïåðå÷íîé íåîäíîðîäíîñòüþ. Â ðàáîòàõ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñèëü-

íîå âëèÿíèå óãëà èíæåêöèè è ïðîäîëüíîãî ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ íà ãðàíèöó óñòîé÷èâîñòè. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû ýêñïå-

ðèìåíòîâ TMX è TMX-U, èññëåäîâàíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷è-

âîñòè â ïðîåêòèðîâàâøåéñÿ óñòàíîâêå MFTF-B. Òàêæå â ðàáîòàõ ðàññìîò-

ðåí âîïðîñ î ðàçâèòèè ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â äâóõêîìïîíåíòíîé (äåéòåðèé-

òðèòèåâîé) ïëàçìå è ïîêàçàíî, ÷òî èíêðåìåíòû íåóñòîé÷èâîñòè óìåíüøàþò-

ñÿ èç-çà óìåíüøåíèÿ äîëè ðåçîíàíñíûõ èîíîâ.

Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíîé ñòàäèè

ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè. Øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ êâàçèëèíåéíûé ïîäõîä, êîãäà

ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå âîçìóùåíèé ïîëåé íà ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïëàçìû,

íî èõ àìïëèòóäû ïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè äëÿ ïðåíåáðåæåíèÿ âëèÿ-

íèåì äðóã íà äðóãà. Òàê, â ðàáîòå [9] ðàññìîòðåíà ýâîëþöèÿ ýíåðãèè êîëåáà-

íèé, ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé òåìïåðàòóð äëÿ ïëàçìû ñ áè-ìàêñâåëëîâñêèì

ðàñïðåäåëåíèåì èîíîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèñõîäèò íàñûùåíèå íåóñòîé÷èâî-

ñòè, êîãäà ýíåðãèÿ êîëåáàíèé è òåìïåðàòóðû ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò âðåìåíè,

ïðè ýòîì àíèçîòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà-

÷àëüíîé. Îäíàêî, èñïîëüçîâàííîå â ðàáîòå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàñïðåäåëå-

íèå èîíîâ â õîäå íàñûùåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè îñòàåòñÿ áè-ìàêñâåëëîâñêèì,
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ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåïðèìåíèìûì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ. Áîëåå òî÷íûå êâà-

çèëèíåéíûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå èçìåíåíèå ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö,

ðàññìîòðåíû â [7, 13] ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè öèêëîòðîííûõ âîëí â ïëàçìå.

Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â ñëó÷àå óçêîãî ñïåêòðà âîëí ∆k � k, â îáëà-

ñòè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö kv‖ ≈ ω − Ωc ôîðìèðóåòñÿ ïëàòî, ãäå ïðîèçâîäíàÿ

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âäîëü âîçìóùåííîé òðàåêòîðèè k‖v⊥∂v‖f + Ωci∂v⊥f

îáðàùàåòñÿ â íîëü. ×èñëåííàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà êâàçèëèíåéíîì ïîäõî-

äå, ïîêàçûâàåò [29], ÷òî ðàçâèòèå ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â áèìàêñâåëëîâñêîé

ïëàçìå ìîæåò îãðàíè÷èâàòü àíèçîòðîïèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ T⊥/T‖. Âû-

âîä, ÷òî ðàçâèòèå ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè ñäåðæèâàåò ðîñò àíèçîòðîïèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, áûë òàêæå ñäåëàí â ðàáîòå [33], ãäå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÷àñòèö

â ÿ÷åéêå (PIC) ìîäåëèðîâàëîñü àäèàáàòè÷åñêîãî ñæàòèå ïëàçìû ïîïåðåê

ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ðàáîòå [8] íà îñíîâå êâàçèëèíåéíîé ìîäåëè èññëåäóåò-

ñÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòü, âîçíèêàþùàÿ èç-çà íåðàâíîâåñíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðîäóêòîâ òåðìîÿäåðíîé ðåàêöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî êâàçèëèíåéíàÿ äèôôóçèÿ

ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàäèàëüíûõ ïîòîêîâ ÷àñòèö, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü

ê âîçíèêíîâåíèþ çàìåòíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé íà ãðàíèöå ïëàçìû.

Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ ëèíåéíîé

ñòàäèè ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â îòêðûòîé ëîâóøêå ñ èíæåêöèåé àòîìàðíûõ

ïó÷êîâ â ñëó÷àÿõ íîðìàëüíîé èíæåêöèè ñ ìàëûì óãëîâûì ðàçáðîñîì è íà-

êëîííîé èíæåêöèè â ïëàçìó ñ ñèëüíîé ïîïåðå÷íîé íåîäíîðîäíîñòüþ, à òàê

æå èçó÷åíèþ íåëèíåéíîãî íàñûùåíèÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â ëîâóøêå ñ àòî-

ìàðíîé èíæåêöèåé.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:

Ãðàíèöà ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè è ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé ïîëåé â

ëîâóøêå ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíîé (A � L/ρ⊥) áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìîé.
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Íîâûé ñêåéëèíã äëÿ ãðàíèöû ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â íåîäíîðîäíîé

áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî áîëüøîé àíèçîòðîïèè.

Ãðàíèöà ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè è ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé ïîëåé â

àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ëîâóøêå ñ íàêëîííîé èíæåêöèåé áûñòðûõ àòî-

ìîâ â ðàìêàõ ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

èîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðèáëèæåííîìó óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà, è ñ

ó÷åòîì ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé íåîäíîðîäíîñòè.

Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ âîçìóùåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïåðèôåðèéíîé

ïëàçìå. Óñëîâèÿ ñìåíû íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ âîëíû â ïåðèôåðèéíîé ïëàç-

ìå.

Ìîäåëü íåëèíåéíîãî íàñûùåíèÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â îäíîðîä-

íîé ïëàçìå ñ èíæåêöèåé àòîìàðíûõ ïó÷êîâ, îñíîâàííàÿ íà ñïèðàëüíî-

ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé Âëàñîâà-Ìàêñâåëëà.
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Ãëàâà 1

Àëüôâåíîâñêàÿ èîííî-öèêëîòðîííàÿ

íåóñòîé÷èâîñòü â ëîâóøêå ñ ñèëüíî

àíèçîòðîïíîé áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìîé

1.1. Îöåíêè äëÿ ñèëüíî àíèçîòðîïíîé îãðàíè÷åííîé

ïëàçìû

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñòàäèÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè

â ïëàçìå ñ áè-ìàêñâåëëîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì èîíîâ fi ∼ exp(−mv2
⊥/2T⊥−

mAv2
‖/2T⊥), ïîìåùåííîé â íåîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå è ñîäåðæàùåé äî-

áàâêó õîëîäíûõ èçîòðîïíûõ èîíîâ [38].

Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ âîçìóùåíèÿ íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè ðàññìîò-

ðèì ñëó÷àé îäíîðîäíîé ïëàçìû. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñ k⊥ = 0 äèñïåð-

ñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âîëíû ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé ïðèíèìàåò âèä

k2
‖c

2 = ω2ε±, ïðè÷åì àíòèýðìèòîâà ÷àñòü ïîïåðå÷íîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-

íèöàåìîñòè ε− ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåãðàëó

ω2
pi

ω2

∞∫
0

dv⊥v
2
⊥
(
k‖v⊥∂v‖fi + Ωci∂v⊥fi

)∣∣∣∣∣∣
v‖=(ω−Ωci)/k‖

(1)

è îïðåäåëÿåòñÿ èîíàìè ñî ñêîðîñòÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ öèêëî-

òðîííîãî ðåçîíàíñà k‖v‖ = ω − Ωci. Çäåñü ω è k‖ åñòü ÷àñòîòà è ïðîäîëüíûé

âîëíîâîé âåêòîð âîçìóùåíèÿ, Ωci è ωpi � èîííàÿ öèêëîòðîííàÿ è ïëàçìåííàÿ

÷àñòîòû, fi � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ. Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû ïðè-

ìåðû èçîëèíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è òðàåêòîðèé ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö

íà ïëîñêîñòè (v‖, v⊥). Â îòñóòñòâèè âîçìóùåíèÿ òðàåêòîðèè ëþáîãî èîíà
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íà ïëîñêîñòè (v‖, v⊥) ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà. Âîçìóùåíèå âûçûâàåò ñìå-

øåíèå èîíîâ íà ïëîñêîñòè (v‖, v⊥) âäîëü äóã îêðóæíîñòåé, ïîêàçàííûõ íà

ðèñóíêå 1 æèðíûìè ÷åðòî÷êàìè. Íàêëîí ñìåùåíèé ëåãêî íàéòè èç óñëîâèÿ

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû (v‖ − ω/k‖)2 + v2
⊥ â ñèñòåìå îòñ÷åòà âîëíû, ãäå

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîçìóùåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü (êîìáèíàöèÿ ïðîèçâîä-

íûõ â ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (1) åñòü êàê ðàç ïðîèçâîäíàÿ âäîëü ñìåùåíèé).

Âêëàä ðåçîíàíñíûõ èîíîâ îêàçûâàåòñÿ äåñòàáèëèçèðóþùèì ëèøü ïðè èí-

âåðñíîé çàñåëåííîñòè èõ òðàåêòîðèé, êîãäà äâèæåíèå â íàïðàâëåíèè ðîñòà

ýíåðãèè ÷àñòèöû ∼ v2
‖+v2

⊥ ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ íåâîçìóùåí-

íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå áè-ìàêñâåëëîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

èîíîâ ýòî òðåáîâàíèå îãðàíè÷èâàåò ÷àñòîòó íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ

ω/Ωci < 1− 1/A (2)

Ñëó÷àé ω = Ωci(1− 1/A), êîãäà ðåçîíàíñíûå èîíû äâèæóòñÿ âäîëü ïîâåðõ-

íîñòåé fi(v‖, v⊥) = const è íå îáìåíèâàþòñÿ ýíåðãèåé ñ âîëíîé, ïîêàçàí íà

ðèñóíêå 1. Óñëîâèå (2) è ðîëü ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö â ðàñêà÷êå íåóñòîé÷èâîñòè

òàêæå îòìå÷àëèñü â ðàáîòàõ [1, 9].

Íåðåçîíàíñíûå ÷àñòèöû äàþò îñíîâíîé âêëàä â ýðìèòîâó ÷àñòü äèýëåê-

òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, êîòîðûé ìîæíî ãðóáî îöåíèòü êàê âêëàä õîëîä-

íîé ïëàçìû, ÷òî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà âîëíîâîé âåêòîð âîçìóùåíèÿ

k2
‖c

2/ω2
pi = k2

‖ρ
2
⊥/β⊥ ∼ ω2/(Ωci(Ωci−ω)) < A, ãäå β⊥ åñòü îòíîøåíèå ïîïåðå÷-

íîãî äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ρ⊥ = (2T⊥/m)1/2/Ωci

åñòü ñðåäíèé ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ èîíîâ.

Åñëè ïëàçìà ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé ñ õàðàêòåðíûì ïðîäîëüíûì ðàç-

ìåðîì íåîäíîðîäíîñòè l, òî äëèíà âîëíû íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ îãðà-

íè÷åíà óñëîâèåì λ . l. Òàêèì îáðàçîì, íåóñòîé÷èâîñòü âîçìîæíà ïðè âû-
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VÈÈ

V
¦

Ω�kÈÈ0

Ðèñ. 1: Ïðèìåð èçîëèíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñïëîøíûå ëèíèè) è âîçìóùåííûõ

òðàåêòîðèé èîíîâ (æèðíûå ÷åðòî÷êè). Âåðòèêàëüíàÿ øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò v‖ = (ω − Ωci)/k‖, ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò v2⊥ + (v‖ − ω/k‖)2 = const.

ïîëíåíèè óñëîâèÿ

β⊥A & ρ2
⊥/l

2. (3)

Õàðàêòåðíûé ðàçìåð áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû, ïîìåùåííîé â íåîäíîðîä-

íîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòè L, ìîæíî îöåíèòü êàê

l ∼ L/
√
A (ñì. ï. 4.2). Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïå-

ðåïèñàòü â âèäå

ωpiL

c
. 1. (4)

Âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè èç-çà îãðàíè÷åíèÿ äëèíû

âîëíû íåîäíîðîäíîñòüþ ïëàçìû òàêæå îòìå÷àëàñü â ðàáîòå [10].

Ñðàâíèì (3) ñ êðèòåðèåì àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè β⊥A2 > 3.51

â ïðåäåëå A � 1 [19]. Ïîðîãó àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè â îäíîðîäíîé

ïëàçìå ñîîòâåòñòâóåò äëèíà âîëíû âîçìóùåíèÿ λ ∼ ρ⊥
√
A, êîòîðàÿ äîëæ-

íà áûòü ìåíüøå äëèíû ïëàçìû. Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé (3) îïðåäåëÿåò

óñòîé÷èâîñòü ïðè A � l2/ρ2
⊥, ÷òî ýêâèâàëåíòíî A � L/ρ⊥.

×àñòîòà áàóíñ-êîëåáàíèé ÷àñòèöû â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ïî
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ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà Ωb ∼ v⊥/L = Ωciρ⊥/L. Ñðàâíèì ðàçíîñòü ÷àñòîòû

âîçìóùåíèÿ è öèêëîòðîííîé ÷àñòîòû ñ áàóíñ-÷àñòîòîé. ×àñòîòó íåóñòîé÷è-

âîãî âîçìóùåíèÿ ìîæíî îöåíèòü êàê ω ∼ Ωci(1 − 1/A), òàêèì îáðàçîì ïðè

A � L/ρ⊥ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ω−Ωci ∼ Ωci/A � Ωb îçíà÷àþùåå, ÷òî

çà âðåìÿ ñáîÿ ôàçû ìåæäó öèêëîòðîííûì âðàùåíèåì è âðàùåíèåì ïîëÿ

âîëíû ÷àñòèöà óñïåâàåò ñîâåðøèòü ìíîãî áàóíñ-îñöèëëÿöèé. Ýòî ïðèâîäèò

ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ïðè îïèñàíèè

íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ â íåîäíîðîäíîé ïëàçìå. Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå, A � L/ρ⊥, çà âðåìÿ îáìåíà ýíåðãèåé ñ âîëíîé ÷àñòèöà ïåðåìåùàåò-

ñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè íà ðàññòîÿíèå ìíîãî ìåíüøåå ðàçìåðà íåîä-

íîðîäíîñòè è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå àäèàáàòè÷íîãî è áåññòîëêíîâèòåëüíîãî äâèæå-

íèÿ ÷àñòèö â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, â òî÷êå ñ ïðîèçâîëüíûì ïðî-

áî÷íûì îòíîøåíèåì R ðàñïðåäåëåíèå îñòàåòñÿ áè-ìàêñâåëëîâñêèì ñ òåìïå-

ðàòóðîé T⊥(R) = T⊥0R/(1 + A0(R − 1)) è àíèçîòðîïèåé A(R) = A0R/(1 +

A0(R − 1)). Ïðè ýòîì çíàê âûðàæåíèÿ ω − Ωci(1 − 1/A(R)) íå çàâèñèò îò

ïðîáî÷íîãî îòíîøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè k⊥ = 0 âîçìîæåí ñëó÷àé, êî-

ãäà îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó âîëíîé è ðåçîíàíñíûìè èîíàìè îòñóòñòâóåò âî

âñåõ òî÷êàõ ïëàçìû, ÷òî óïðîùàåò èçó÷åíèå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè (ïðèìåð

ðàññìîòðåí â ïóíêòå 1.4).

Ïîìèìî àëüôâåíîâñêîé èîííî-öèêëîòðîííîé, â àíèçîòðîïíîé ïëàçìå

ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ çåðêàëüíàÿ (ïðîáêîòðîííàÿ) íåóñòîé÷èâîñòü. Êðèòåðèé

âîçíèêíîâåíèÿ ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè â îäíîðîäíîé áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå

ïðè k⊥ρ⊥ � 1 èìååò âèä β⊥(A−1) > 1+(k2
‖/k

2
⊥)(1+(β⊥−β‖)/2) [6]. Îöåíèâàÿ

k2
‖/k

2
⊥ ∼ (k⊥l)

−2 è ñðàâíèâàÿ ñ êðèòåðèåì (3), íàõîäèì, ÷òî ïðè k⊥ρ⊥ � 1

â áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå ñ A � 1 ãðàíèöà çåðêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè

ëåæèò âûøå ãðàíèöû ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè.
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1.2. Îïåðàòîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè

íåîäíîðîäíîé ïëàçìû

Ïîâåäåíèå âîçìóùåíèé ïîëåé â ñðåäå óäîáíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ îïå-

ðàòîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ε̂αβ, êîòîðûé ñâÿçûâàåò âîçìóùåíèÿ

ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è ïîëÿ, δDα = ε̂αβδEβ = δEα + (4πi/ω)δjα (çäåñü è

äàëåå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ãðå÷åñêèì èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâà-

íèå). Â íåîäíîðîäíîé ñðåäå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ÿâëÿåòñÿ èíòå-

ãðàëüíûì îïåðàòîðîì. Â äàííîì ïóíêòå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå îïåðàòî-

ðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äëÿ íåîäíîðîäíîé áåññòîëêíîâèòåëüíîé

ïëàçìû â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Âîçìóùåíèå ïëîòíîñòè òîêà åñòü δjα =
∑

s qs
∫
d3vvαδf̃s(~r,~v, t), âîç-

ìóùåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ δf̃s ÷àñòèö ñîðòà s óäîâëåòâîðÿåò ëèíåà-

ðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ Âëàñîâà. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîçìóùåíèå

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ôóíêöèþ îò êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ èìïóëü-

ñîâ, δfs(~r, ~p, t) =
(
δf̃s(~r,~v, t)− qsδ ~A · ∂~vFs(~r,~v, t)/(msc)

)
|~v=(~p−qs ~A/c)/ms

, ãäå

~p = ms~v + qs ~A/c, ~A åñòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

δ ~A = −icδ ~E/ω � åãî âîçìóùåíèå. Ôóíêöèÿ δfs óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dδfs
dt
≡ ∂δfs

∂t
+ {H(0)

s , δfs}~p,~r = −{δHs,Fs}~p,~r, (5)

ãäå {a, b}~p,~q = ∂~pa ·∂~qb−∂~qa ·∂~pb � ñêîáêà Ïóàññîíà âåëè÷èí a è b ïî ïåðåìåí-

íûì ~p è ~q, H
(0)
s = (~p − qs ~A/c)2/(2ms) � ãàìèëüòîíèàí íåâîçìóùåííîãî äâè-

æåíèÿ, Fs(~r, ~p) � íåâîçìóùåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, δHs = −qs~v ·δ ~A/c

� âîçìóùåíèå ãàìèëüòîíèàíà.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) â ñëó÷àå Im [ω] > 0 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
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èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ:

δfs(t, ~r, ~p) = −iqs
c
e−iωt

0∫
−∞

dτe−iωτ{δ ~E(~̆r) · ~̆v,Fs}~p,~r, (6)

ãäå ~̆r = ~̆r(τ, ~r, ~p) è ~̆v = ~̆v(τ, ~r, ~p) åñòü êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû íà íåâîç-

ìóùåííîé òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ~̆r(0, ~r, ~p) = ~r,

~̆v(0, ~r, ~p) = ~v.

Âûðàæàÿ âîçìóùåíèå ïëîòíîñòè òîêà ÷åðåç âîçìóùåíèå ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü îïåðàòîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè â âè-

äå

ε̂αβδEβ = δEα −
∑
s

{
ω2
ps(~r)

ω2
δEα+

+
4πq2

s

ω2m3
s

∫
d3p · vα

0∫
−∞

dτe−iωτ
{
Fs, v̆βδEβ(~̆r)

}
~p,~r

 , (7)

ãäå ωps(~r) = (4πn(~r)e2
s/ms)

1/2 � ïëàçìåííûå ÷àñòîòû, ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì

ñîðòàì ÷àñòèö. Ïåðåõîäÿ ê ïðîñòðàíñòâåííûì Ôóðüå-êîìïîíåíòàì, ïîëó÷èì

ε̂αβδEβ(~r) = δEα(~r) +
1

8π3

∑
s

∫
d3r′d3kd3k′ei

~k~r−i~k′~r′G
(s)
αβ(ω,~k,~k′)δEβ(~r′), (8)

ãäå

G
(s)
αβ(ω,~k,~k′) = − δαβ

8π3ω2

∫
d3rω2

ps(~r)e
i(~k′−~k)~r −

− q2
s

2π2ω2m3
s

0∫
−∞

dτe−iωτ
∫
dΓFs

{
v̆βe

i~k′·~̆r, vαe
−i~k·~r

}
~p,~r
, (9)

dΓ = d3qd3p � ýëåìåíò îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó÷åííîå âûðà-

æåíèå äëÿ îïåðàòîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè èíâàðèàíòíî îòíîñè-

òåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî óïðîùàåò çàìåíó ïåðåìåííûõ.
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1.3. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ìîä

Ïîñêîëüêó ãîðÿ÷èå èîíû èìåþò ñèëüíî àíèçîòðîïíîå ðàñïðåäåëåíèå è

íå óäàëÿþòñÿ îò öåíòðà ëîâóøêè, ïðè îïèñàíèè èõ äâèæåíèÿ ìîæíî ñ÷è-

òàòü íåâîçìóùåííîå ìàãíèòíîå ïîëå ïàðàêñèàëüíûì è ñëàáî (êâàäðàòè÷íî)

ìåíÿþùèìñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè. Òàêæå ïðè âû÷èñëåíèè âêëàäà ãî-

ðÿ÷èõ èîíîâ â äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ïðåíåáðåãàåòñÿ êðèâèçíîé

ñèëîâûõ ëèíèé è ïîïåðå÷íîé íåîäíîðîäíîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ëîâóøêè.

Ãàìèëüòîíèàí íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ H
(0)
i ïîñëå ïåðåõîäà ê ìàãíèòíîìó

ìîìåíòó è óãëó ëàðìîðîâñêîãî âðàùåíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó [24]

H(θ, z,Φ;µ, pz, P ) = µΩci0(1 + z2/L2) +
p2
z

2m
, (10)

ãäå Ωci0 � èîííàÿ öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà â öåíòðå ëîâóøêè, L � ìàñøòàá

èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

µ =
mv2
⊥

2Ωci0(1 + z2/L2)
, θ = − arctan (vy/vx) (11)

åñòü ïîïåðå÷íûé àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò è ñîïðÿæåííàÿ ñ íèì ôàçà, Φ

è P åñòü ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñîïðÿæåííûé èìïóëüñ. Â êà÷åñòâå èíòå-

ãðàëîâ äâèæåíèÿ óäîáíî âûáðàòü ïîëíóþ è �ïîïåðå÷íóþ� ýíåðãèè

E =
mv2

2
, E⊥ = Ωci0µ =

mv2
⊥

2(1 + z2/L2)
. (12)

Â êà÷åñòâå ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ

ôóíêöèþ îò èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ E è E⊥. Äëÿ ãîðÿ÷èõ èîíîâ ïðåäïîëàãàåì

áè-ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå

F(E , E⊥) = nh0

√
m3A

8π3T 3
⊥
e−(AE−(A−1)E⊥)/T⊥, (13)

ãäå nh0 � ïëîòíîñòü öåíòðå ëîâóøêè, A = T⊥/T‖ � àíèçîòðîïèÿ. Èíòåãðè-

ðîâàíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòè äàåò ïðîäîëüíóþ çàâèñèìîñòü
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ïëîòíîñòè ãîðÿ÷èõ èîíîâ

nh(z) = nh0
1 + z2/L2

1 +Az2/L2
= nh0

1 + z2/L2

1 + z2/l2
, (14)

ãäå l = L/
√
A åñòü õàðàêòåðíûé ðàçìåð èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ïëàçìû (ñì.

ðèñóíîê 2).

Ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ è õîëîäíûõ èîíîâ îïèñûâàåòñÿ áîëüöìàíîâñêèì

ðàñïðåäåëåíèåì, ne = ne0e
e(ϕ(z)−ϕ(0))/Te, nc = nc0e

−e(ϕ(z)−ϕ(0))/Tc. Ïîëàãàÿ òåì-

ïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ è õîëîäíûõ èîíîâ ðàâíûìè è èñïîëüçóÿ óñëîâèå êâà-

çèíåéòðàëüíîñòè ne(z) = nc(z) + nh(z), íàéäåì ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé

nc(z) =
1

2

√
n2
h + 4nc0ne0 −

nh
2
, ne(z) =

1

2

√
n2
h + 4nc0ne0 +

nh
2
. (15)

Ñ÷èòàåì Te = Tc � T‖, ïðè ýòîì àìáèïîëÿðíûé ïîòåíöèàë íå âëèÿåò íà

äâèæåíèå ãîðÿ÷èõ èîíîâ.

0 l L z

Ðèñ. 2: Ïðèìåð çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ïëîò-

íîñòè ãîðÿ÷åé (ïóíêòèð) è õîëîäíîé (øòðèõïóíêòèð) ïëàçìû îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû.

Ïàðàìåòðû: A = 50. nc0 = 0.6nh0, ïðîáî÷íîå îòíîøåíèå Rm = 2.

Ïåðåéäåì ê Ôóðüå-êîìïîíåíòàì ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå âîçìóùå-

íèé ïîëåé, Eα(~r) = exp(i~k⊥ · ~r⊥)(2π)−1/2
∫
dk‖ exp(ik‖z)Eα(k‖), Dα(k‖) =

(2π)−1/2
∫
dz exp(−ik‖z)Dα(z), ãäå 1/k⊥ ïîðÿäêà ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà íåîä-

íîðîäíîñòè (ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ êîëåáàíèé ñîñðåäîòî÷åíà â îáëàñòè ïîðÿäêà
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ïðîäîëüíîãî ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè ãîðÿ÷åé ïëàçìû, ïðåíåáðåãàåòñÿ îòëè-

÷èåì ïîòîêîâûõ êîîðäèíàò îò äåêàðòîâûõ). Ïðåíåáðåãàÿ ïîïåðå÷íîé íåîäíî-

ðîäíîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ëîâóøêè è ïàðàìåòðîâ ïëàçìû, è ñ÷èòàÿ ÷òî ðà-

äèóñ ïëàçìû çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ èîíîâ, k⊥ρ⊥ � 1,

ìîæíî çàïèñàòü ñâÿçü èíäóêöèè è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âèäå

Dα(k‖) = Eα(k‖) +

∞∫
−∞

dk′Gαβ(ω, k‖, k
′
‖)Eβ(k′‖). (16)

Óäîáíî ïåðåéòè îò äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò ïîëåé ê öèðêóëÿðíûì, E± =

Ex± iEy, D± = Dx± iDy. Ïðè Re(ω) > 0 êîìïîíåíòû E+ è E− ñîîòâåòñòâó-

þò âîëíàì, âðàùàþùèìñÿ â ñòîðîíó èîííîãî è ýëåêòðîííîãî ëàðìîðîâñêîãî

âðàùåíèÿ. Â íîâîì áàçèñå òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñòàíîâèò-

ñÿ äèàãîíàëüíûì:

D±(k) = E±(k) +

∞∫
−∞

G±(ω, k, k′)E±(k′)dk′,

Dz(k) = Ez(k) +

∞∫
−∞

Gz(ω, k, k
′)Ez(k

′)dk′. (17)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëàçìà ñèëüíî àíèçîòðîïíà A � L/ρ⊥, ÷à-

ñòîòà âîëíû ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò öèêëîòðîííîé èîííîé â öåíòðå ëîâóøêè

ω/Ωci0 − 1 ∼ 1/A è ω � c/l. Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå (9) ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ èîíîâ (13) è ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì ãàìèëüòîíèàíà (10), íàéäåì

âûðàæåíèå äëÿ öèðêóëÿðíûõ êîìïîíåíò îïåðàòîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-

öàåìîñòè (ñì. Ïðèëîæåíèå 1) â ôîðìå

G±(ω, k̆, k̆′) =
ω2
pi0

ω2

L√
A
g±(ω, k̆, k̆′), (18)
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ãäå

g±(ω, k̆, k̆′) =
A
4

(1 + |∆k̆|)e−|∆k̆| −
(

1− 1

A
± ω

Ωci0

)
e−|∆k̆|

2
− δ(∆k̆)

A
+

+

∞∫
−∞

du

2πl
ei∆k̆u/l

nc(u)

nh0

ω2/Ω2
ci(u)

1∓ ω/Ωci(u)
∓ A

3/2

ρ̆

(
1− 1

A
∓ ω

Ωci0

)
×

×
∞∫

0

udu

(1 + u2)2X1

(
−3

4
J0(k̆u)J0(k̆

′u) +
∞∑
n=1

Jn(xr, k̆u)Jn(xr, k̆′u)h (Xn)

)
.(19)

Çäåñü ∆k̆ = k̆ − k̆′, ωpi0 � èîííàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà â öåíòðå ëî-

âóøêè, k̆ = kl è ρ̆ = ρ⊥/l � âîëíîâîé âåêòîð è ïîïåðå÷íûé ëàðìîðîâ-

ñêèé ðàäèóñ, íîðìèðîâàííûå íà ïðîäîëüíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè ãî-

ðÿ÷åé ïëàçìû, h(x) = −2
√
πx5e−x

2

( er� (x) − i) + 2x4 + 2x2, er� (x) =

2π−1/2
∫ x

0 e
y2

dy, Jn(x, y) =
∑∞

m=−∞ Jm(x)Jn+2m(y), Jn(x) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ,

Xn =
√
A
(
ω/Ωci0 ∓ {1 + u2/(2A)}

)√
1 + u2/(nρ̆), xr = nu2/(2A(ω/Ωci0 −

1) − 2u2), Ωci(z) åñòü çàâèñèìîñòü èîííîé öèêëîòðîííîé ÷àñòîòû íà îñè îò

ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû. Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ îïèñûâàþò âêëàä íåðåçî-

íàíñíûõ èîíîâ, òðåòüå � ýëåêòðîíîâ, ÷åòâåðòîå � õîëîäíûõ èîíîâ, ïîñëåäíåå

� âêëàä ðåçîíàíñíûõ èîíîâ.

Ïîäñòàâëÿÿ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü â óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

c2(∂α∂β− δαβ∂2
γ)δEβ = ω2ε̂αβδEβ, çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ öèðêóëÿðíûõ êîì-

ïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âèäå

∞∫
−∞

g±(k̆, k̆′)E±(k̆′)dk̆′ =
ρ̆2

β⊥

((
k̆2 +

k̆2
⊥
2

)
E±(k̆)− k̆2

⊥
2
E∓(k̆)

)
. (20)
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1.4. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî

áîëüøîé àíèçîòðîïèè

Â ïðåäåëå A → ∞, L = Const ïðîäîëüíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè

ïëàçìû l = L/
√
A ñòàíîâèòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì ïëàçìû. Â

ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîïåðå÷íîé íåîäíîðîäíîñòüþ, k̆⊥ = k⊥l→ 0,

è óðàâíåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ïîëÿðèçàöèé ðàñöåïëÿþòñÿ. Ðàññìîòðèì óðàâíå-

íèå äëÿ êîìïîíåíòû E+, ñîîòâåòñòâóþùåé âðàùåíèþ â îäíó ñòîðîíó ñ

èîíàìè. Çàìåòèì, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü ôóíêöèè g+ îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè

ω = Ωci0(1 − 1/A). Â ïåðâîì ïóíêòå îòìå÷àëîñü, ÷òî äëÿ äàííîé ÷àñòîòû

âîçìóùåíèÿ îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó âîëíîé è ðåçîíàíñíûìè ÷àñòèöàìè îò-

ñóòñòâóåò ïðè ïðîèçâîëüíîì ïðîáî÷íîì îòíîøåíèè. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ

÷àñòîòà ñîîòâåòñòâóåò ïîðîãó íåóñòîé÷èâîñòè ïðè A →∞. Ðåøèâ óðàâíåíèÿ

(20) ïðè ω = Ωci0(1− 1/A), ìîæíî íàéòè β⊥ íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè.

Â ïðåäåëå A → ∞, ω = Ωci0(1 − 1/A), k⊥ = 0 è nc = 0 óðàâíåíèå (20)

äëÿ êîìïîíåíòû E+ ïðèíèìàåò âèä
∞∫

−∞

(
1

4

(
(1− 2/A)2 + |∆k̆|

)
e−|∆k̆| − δ(∆k̆)

A2

)
E+(k̆′)dk̆′ =

ρ̆2
⊥

β⊥A
k̆2E+(k̆). (21)

Ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî ïåðåéòè ê óðàâíå-

íèþ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

∂2E+

∂z2
+
β⊥A
ρ2
⊥

(1− 1/A)2 − 2z2/L2 − z4/L2

(1 + z2/l2)2
E+(z) = 0. (22)

Ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå â îáëàñòè ïîðÿäêà ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè

ïëàçìû, z ∼ l. Ïðè A � 1 ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ çíà-

÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü

z � L, è óðàâíåíèå (22) ïðèìåò âèä

∂2E+

∂z2
+ Λ2

h

l2

(l2 + z̆2)2
E+ = 0, (23)
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ãäå áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð Λ2
h ≡ β⊥Al2/ρ2

⊥ = β⊥L
2/ρ2
⊥ = ω2

pi0L
2/c2.

Óäîáíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èç óðàâíåíèÿ Ìàêñ-

âåëëà c∇× ~E = −∂t ~B ñëåäóåò ∂zE+ = ωB+/c. Òàêèì îáðàçîì, âîçìóùåíèå

ìàãíèòíîãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂

∂z
(l2 + z2)2∂B+

∂z
+ l2Λ2

hB+ = 0, (24)

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ïîëÿ â íîëü íà áåñêîíå÷íîñòè.

Óðàâíåíèå (24) èìååò ñïàäàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè àíàëèòè÷å-

ñêèå ðåøåíèå B+[z] = (z cos[(n + 1) arctan[z/l]] − (n + 1)l sin[(n +

1) arctan[z/l]])/
√
l2 + z2 äëÿ ÷åòíûõ n è B+[z] = (l(n + 1) cos[(n +

1) arctan[z/l]] + z sin[(n + 1) arctan[z/l]])/
√
l2 + z2 äëÿ íå÷åòíûõ, ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ðàâíû Λ2
h = n2 + 2n. Íàèìåíüøåìó β⊥ îòâå÷àåò ìîäà ñ n = 1.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè â ïðåäåëå áîëüøîé àíèçîòðîïèè çà-

âèñèò òîëüêî îò ïëàçìåííîé ÷àñòîòû â öåíòðå ëîâóøêè è õàðàêòåðíîãî ðàç-

ìåðà íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

ω2
pi0L

2/c2 < 3, (25)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå (4). Êðèòåðèé (25) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñíèçó êðè-

òè÷åñêîå β⊥ äëÿ ïëàçìû ñ êîíå÷íîé àíèçîòðîïèåé.

Óðàâíåíèå (23) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ âîëíû ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçà-

öèåé è ÷àñòîòîé ω = Ωci(1−1/A) â ñèëüíî àíèçîòðîïíîé õîëîäíîé (T⊥ → 0)

áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå ñ ïëîòíîñòüþ (14), ïîìåùåííîé â ïàðàêñèàëüíîå

ìàãíèòíîì ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ íà îñè B = B0(1 + z2/L2). Ïëîòíîñòü

ýíåðãèè âîëíû â òàêîé ñèñòåìå åñòü ñóììà ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèö ïëàçìû,

W (z) =
δ ~E2 + δ ~B2

8π
+

ω2
pi(z)

(Ωci(z)− ω)2

δ ~E2

8π
. (26)



22

Èñïîëüçóåì (26) â êà÷åñòâå îöåíêè ýíåðãèè âîëíû â àíèçîòðîïíîé áè-

ìàêñâåëëîâñêñé ïëàçìå.

Èç ñîîòíîøåíèÿ B+(z) = c∂zE+/ω ñëåäóåò E2
+ ∼ Ω2

cil
2B2

+/c
2 =

Λ2
h(Ω

2
ci/Aω2

pi)B
2
+ � B2

+. Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ âîçìó-

ùåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíà â ìàãíèòíîì ïîëå. Ïðè ω = Ωci(1− 1/A), ïðåíåáðåãàÿ

âêëàäîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýíåðãèþ, ïîëó÷èì

W (z) =
1

8π

c2

Ω2
ci0

((
∂E+

∂z

)2

+
l4Λ2

(l2 + z2)3
E2

+

)
. (27)

0 l z

n=1

0 l z

n=2

0 l z

n=3

Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ýíåðãèè (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïóíêòèð)

è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âîçìóùåíèÿ (øòðèõïóíêòèð) îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû.

Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè, ýëåêòðè÷å-

ñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé äëÿ âîçìóùåíèÿ, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (23).

Õîòÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íå ñïàäàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, ýíåðãèÿ âîëíû ëîêà-

ëèçîâàíà íà ðàçìåðå íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ïîïðàâêè ê ÷àñòîòå âîçìó-

ùåíèÿ è ãðàíè÷íîìó β⊥, ñâÿçàííûå ñ äîáàâêîé ìàëîãî êîëè÷åñòâà õîëîäíûõ

èîíîâ. ßäðî (19) ïðèA � 1, δω = ω/Ωci0−(1−1/A)� 1 è δn = nc0/nh0 � 1

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå g±(k̆, k̆′) = g0(k̆, k̆
′) + δωgω(k̆, k̆′) + δngn(k̆, k̆

′), ãäå

g0(k̆, k̆
′) = A(1 + |k̆− k̆′|) exp(−|k̆− k̆′|)/4. Íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

óðàâíåíèÿ
∫
g0(k̆, k̆

′)E+(k̆′)dk̆′ = λ0k̆
2E+(k̆) åñòü λ0 = A/3, åìó ñîîòâåòñòâó-

åò ðåøåíèå E+0 = 4 sign( k̆)K(|k̆|)/
√

3π (÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò âûáðàí èç

óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
∫
k̆2E2

+0dk̆ = 1). Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (20) ñ k⊥ = 0
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ðåøåíèå â âèäå E+ = E+0 + δE+, λ = λ0 + δλ, ëèíåàðèçîâàâ, óìíîæèâ íà

E+0(k̆) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî k̆, ïîëó÷èì δω
∫
gω(k̆, k̆′)E+0(k̆)E+0(k̆

′)dk̆dk̆′+

δn
∫
gn(k̆, k̆

′)E+0(k̆)E+0(k̆
′)dk̆dk̆′ = δλ

∫
k̆2E2

+0dk̆ (ïðè èíòåãðèðîâàíèè ó÷òå-

íî
∫
g0(k̆, k̆

′)δE+(k̆′)E+0(k̆)dk̆dk̆′ = λ0

∫
k̆′2δE0(k̆

′)E+0(k̆
′)dk̆′).

Îòìåòèì, ÷òî E+0, g0, gn, δλ è δn âåùåñòâåííû. Ïîñêîëüêó èññëåäó-

þòñÿ ïàðàìåòðû ïëàçìû íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè, δω òàêæå âåùåñòâåí-

íà. Ìíèìàÿ ÷àñòü â ñîîòíîøåíèè ìîæåò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî çà ñ÷åò gω (èç-

çà ìíèìîé ÷àñòè ôóíêöèè h(X/n)). Ïðèðàâíèâàÿ ìíèìóþ ÷àñòü ñîîòíîøå-

íèÿ ê íóëþ, íàõîäèì, ÷òî â ïåðâîì ïîðÿäêå ÷àñòîòà âîçìóùåíèÿ íå èçìå-

íÿåòñÿ, δω = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ðàâíà

δλ = δn
∫
gn(k̃, k̃

′)E+0(k̃)E+0(k̃
′)dk̃dk̃′/

∫
k̆2E2

+0k̆,

δλ =

∞∫
−∞

dudk̃dk̃′ cos((k̃ − k̃′)u)

2π

nc(u)

nh(0)

(ω/Ωci)
2

1− ω/Ωci
E0+(k̃)E0+(k̃′) =

=

∞∫
−∞

du
nc(u)

nh(0)

(ω/Ωci)
2

1− ω/Ωci
E0+(u)2. (28)

Çäåñü E+0(u) =
∫

sin(k̆u)E+0dk̃ = (4u/
√

3)/
√

1 + u2, ïðîäîëüíàÿ çà-

âèñèìîñòü ïëîòíîñòè õîëîäíûõ èîíîâ â ïðåäåëå nc0 � nh0 ðàâíà

nc(z) ≈ nc0ne0/nh(z) = nc0(1 + z2/l2)/(1 + z2/L2). Îêîí÷àòåëüíî, δλ =

(4A3/2/3)nc0/nh0,

δβ⊥
β⊥

= −δλ
λ0

= −4
√
Anc0
nh0

. (29)

Ìàëàÿ äîáàâêà õîëîäíîé ïëàçìû äåñòàáèëèçèðóåò ÀÈÖ íåóñòîé÷è-

âîñòü, ïîñêîëüêó óìåíüøàåò äëèíó âîëíû âîçìóùåíèÿ è îáëåã÷àåò âûïîë-

íåíèå óñëîâèÿ (25). Áîëüøàÿ âåëè÷èíà
√
A ïåðåä nc0 ñâÿçàíà ñî ñòðóêòóðîé

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè nc0 = 0. Ïîñêîëüêó îíî íå óáûâàåò ïðè z → ±∞,

âîëíà èñïûòûâàåò âëèÿíèå ìàëîé äîáàâêè õîëîäíûõ èîíîâ íà áîëüøîé äëèíå
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−
√
A & z/l &

√
A.

1.5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (20), ïðèìåíÿâøèéñÿ â äàí-

íîé ðàáîòå, îïèñàí â Ïðèëîæåíèè 2. Îãðàíè÷åííîñòü ïëàçìû ïðèâîäèò ê

ïîÿâëåíèþ äèñêðåòíîãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ ìîä. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîç-

âîëÿåò íàéòè ïðè çàäàííûõ àíèçîòðîïèè, ëàðìîðîâñêîì ðàäèóñå è k⊥ äëÿ

êàæäîé ìîäû ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ïîëåé, ÷àñòîòó âîçìóùåíèÿ è ñîîò-

âåòñòâóþùåå β⊥. Ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ìîäîé ñ íàèìåíüøèì

β⊥.

0l L z

n=1

0l L z

n=2

0l L z

n=3

Ðèñ. 4: Ïðèìåð çàâèñèìîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñè äëÿ ïåðâûõ òðåõ ìîä. Ñïëîøíàÿ

êðèâàÿ � k⊥ = 0, ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � k⊥l = 0.2. Ïàðàìåòðû: A = 100, l = 3ρ⊥, ïðîáî÷íîå

îòíîøåíèå ëîâóøêè Rm = 2.

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíû ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû B+(z) âîç-

ìóùåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (êîìïîíåíòà B− íå íàõîäèòñÿ â ðåçîíàíñå ñ èîíà-

ìè è ìàëà) äëÿ ïåðâûõ òðåõ ìîä ñ íàèìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè β⊥ (ïîðîãîâîå

çíà÷åíèå β⊥ âîçðàñòàåò ñ íîìåðîì ìîäû) ïðè nc0 = 0. Âèäíî, ÷òî ìàãíèò-

íîå ïîëå âîçìóùåíèé ëîêàëèçîâàíî â îáëàñòè ïîðÿäêà ïðîäîëüíîãî ðàçìåðà

íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû. Êà÷åñòâåííî çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò êîîð-

äèíàòû îêàçûâàåòñÿ òàêîé æå, êàê ó àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè A → ∞.

Ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâîé ìîäîé.

Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíû ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû B+(z)
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ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîé ïëîòíîñòè õîëîäíîé ïëàçìû Λ2
c =

ω2
pic(∞)L2/c2, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïëîòíîñòè õîëîäíîé ïëàçìû íà ðàññòîÿ-

íèÿõ z � l. Ïðè äîáàâëåíèè õîëîäíîé ïëàçìû ïîÿâëÿþòñÿ óõîäÿùèå âîë-

íû, óíîñÿùèå ýíåðãèþ èç ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, èç-çà ïîâûøåíèÿ ïëîòíîñòè

ïëàçìû óìåíüøàåòñÿ äëèíà âîëíû âîçìóùåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåñòðîéêå

ñòðóêòóðû íåóñòîé÷èâûõ ìîä.

0 L z 0 L z 0 L z

Ðèñ. 5: Ïðèìåð çàâèñèìîñòè êîìïîíåíòû B+ îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû íà îñè. Áåçðàç-

ìåðíàÿ ïëîòíîñòü õîëîäíîé ïëàçìû: Λ2
c = 1.64 (ñëåâà), Λ2

c = 2.87 (â öåíòðå), Λ2
c = 5.87

(ñïðàâà). Ïàðàìåòðû: A = 25, L = 18ρ⊥, rp = 7.4ρ⊥.

Äîáàâëåíèå õîëîäíîé ïëàçìû íåîäíîçíà÷íî âëèÿåò íà ãðàíèöó óñòîé-

÷èâîñòè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, óñèëèâàåòñÿ óíîñ ýíåðãèè óõîäÿùèìè âîëíàìè,

ñ äðóãîé, óìåíüøåíèå äëèíû âîëíû âîçìóùåíèÿ îñëàáëÿåò ñòàáèëèçèðóþ-

ùèé ýôôåêò ïðîäîëüíîé íåîäíîðîäíîñòè. Êîíêóðåíöèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ ïðè-

âîäèò ê íåìîíîòîííîñòè çàâèñèìîñòè ãðàíè÷íîãî β⊥ îò Λc (ðèñóíîê 6). Êî-

ãäà ïëîòíîñòü õîëîäíîé ïëàçìû çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ïëîòíîñòü ãîðÿ÷åé,

íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ λ� l. Ðå-

çóëüòàòû ÂÊÁ-ðàñ÷åòîâ, àíàëîãè÷íûõ îïèñàííûì âî âòîðîì ðàçäåëå, òàêæå

ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 6. Âèäíî, ÷òî ïðè Λc � 1 ðåçóëüòàòû ÂÊÁ-ìåòîäà

ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåðíûå ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòà â êîìïàêòíîì ïðîáêîòðîíå ÃÄË,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîÿâëåíèþ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 6

êðóæêîì.



26

0.1 1 10 100 1000 104 105
Lc

210-4

0.001

0.01

0.1

1
Β

¦

0.1 1 10 100 1000 104 105
Lc

20.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Ω�Wci

Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü β⊥ è ÷àñòîòû íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè îò ïëîòíîñòè õîëîäíûõ

èîíîâ. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïóíêòèð � ðåçóëüòàòû

ÂÊÁ-ðàñ÷åòîâ, òî÷êè � ãðàíèöà àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ïàðàìåòðû êðèâûõ:A = 25,

L = 18ρ⊥, rp = 7.4ρ⊥, òî÷êà: nc(∞) = 1013cm−3, β⊥ = 0.02.

Íà ðèñóíêå 7 â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ãðà-

íè÷íîãî β⊥ îò àíèçîòðîïèè äëÿ áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû ñ ðàäèóñîì rp =

7.4ρ⊥ â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ L = 18ρ⊥ (ïàðàìåòðû ïðèáëèæåííî

ñîîòâåòñòâóþò êîìïàêòíîìó ïðîáêîòðîíó ÃÄË). Øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ïðÿìàÿ

ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòèêå ïðè A → ∞ ãðàíèöû àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷è-

âîñòè äëÿ áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé ïëàçìû β⊥A2 = 3.51 . . . [19]. Ãîðèçîí-

òàëüíàÿ ïóíêòèðíàÿ ïðÿìàÿ ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòèêå ãðàíèöû óñòîé÷è-

âîñòè íåîäíîðîäíîé ïëàçìû â ïðåäåëå A → ∞ (ñì. âûðàæåíèå (25)) ïðè

L = 18ρ⊥. Ñïëîøíûå êðèâûå ñëåâà � ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè, ïîñ÷èòàííàÿ

ñ ïðèìåíåíèåì ÂÊÁ-ìåòîäîâ. Òîíêèå êðèâûå ñïðàâà ñîîòâåòñòâóþò ïîðîãó

óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åííîìó ÷èñëåííûì ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(20). Îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ â êîìïàêòíîì ïðîáêîòðîíå ÃÄË íà-

áëþäàëàñü ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòü [37], âûäåëåíà ýëëèïñîì (îòëè÷èå îòíîøå-

íèÿ ðàçìåðîâ íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïëàçìû L2/l2 = A ≈ 50 è

îòíîøåíèÿ ñðåäíåé ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé ýíåðãèé W⊥/(2W‖) = A ≈ 25

íå ïîçâîëÿåò òî÷íî îïðåäåëèòü àíèçîòðîïèþ ïëàçìû â ïðîáêîòðîíå). Îòìå-
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Ðèñ. 7: Ãðàíèöà àëüôâåíîâñêîé èîííî-öèêëîòðîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â áè-

ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå. Ïóíêòèð � àñèìïòîòèêà ãðàíèöû íåóñòîé÷èâîñòè â íåîäíîðîäíîé

ïëàçìå ïðè A → ∞, øòðèõïóíêòèð � àñèìïòîòèêà ãðàíèöû àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè

ïðè A → ∞ [19]. Òîíêèå êðèâûå ñïðàâà � ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè, ðàññ÷èòàííàÿ ñ

ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ rp = 7.4ρ⊥, L = 18ρ⊥. Òîíêèå êðèâûå ñëåâà

� ãðàíèöà íåóñòîé÷èâîñòè, ïîñ÷èòàííàÿ â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè. Êðèâûå, îòìå÷åííûå

êðóæêàìè, ïîñ÷èòàíû ïðè Λc = 0, íåìàðêèðîâàííûå � ïðè Λc = 4. Ýëëèïñ îãðàíè÷èâàåò

îáëàñòü ïàðàìåòðîâ êîìïàêòíîãî ïðîáêîòðîíà ÃÄË, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàëàñü ÀÈÖ

íåóñòîé÷èâîñòü.

òèì, ÷òî ïàðàìåòðû êîìïàêòíîãî ïðîáêîòðîíà ÃÄË íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå

ïðèìåíèìîñòè äàííîé òåîðèè, ïîñêîëüêó ïàðàìåòð Aρ⊥/L ëåæèò â ïðåäå-

ëàõ 1.4 − 2.8. Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñîãëàñóþòñÿ

ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Êðîìå òîãî, êðèòåðèé (23) ïðåäñêàçûâà-

åò óìåíüøåíèå ïîðîãîâîé ïëîòíîñòè ïðè óìåíüøåíèè ìàññû èîíîâ ïëàçìû,

÷òî íàáëþäàëîñü â ýêñïåðèìåíòå ïðè çàìåíå âîäîðîäíîé ïëàçìû íà äåéòå-

ðèåâóþ.
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Ãëàâà 2

Àëüôâåíîâñêàÿ èîííî-öèêëîòðîííàÿ

íåóñòîé÷èâîñòü â ëîâóøêå ñ íàêëîííîé

èíæåêöèåé áûñòðûõ àòîìîâ

2.1. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ âîëíû

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòü â ëîâóøêå ñ íà-

êëîííîé èíæåêöèåé áûñòðûõ àòîìîâ â òåïëóþ ìèøåííóþ ïëàçìó [39, 41].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü ãåíåðàöèè íåóñòîé÷èâîñòè íàõîäèòñÿ â öåíòðå

ëîâóøêè â ìèíèìóìå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ãäå óãëîâàÿ àíèçîòðîïèÿ ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíà è ìèíèìàëüíû ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ïðîäîëü-

íîé íåîäíîðîäíîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàêæå, îòíîøåíèå äàâëåíèÿ ïëàç-

ìû ê äàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ β⊥ ñ÷èòàåòñÿ êîíå÷íûì, à äâèæåíèå èîíîâ

àäèàáàòè÷íûì, L� ρ⊥.

Õàðàêòåðíûé ïðèìåð ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ, ôîðìèðóþùåéñÿ

ïðè íàêëîííîé èíæåêöèè, ïîêàçàí íà ðèñóíêå 8. Òîðìîæåíèå èíæåêòèðî-

âàííûõ èîíîâ íà ýëåêòðîíàõ ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ �õâîñòà�, êîòîðûé

ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ óøèðÿåòñÿ èç-çà èîí-èîííûõ ñòîëêíîâåíèé. Ðàçâèòèå

ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè, êàê è â ñëó÷àå áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû, ñâÿçàíî ñ

èíâåðñíîé çàñåëåííîñòüþ òðàåêòîðèé ðåçîíàíñíûõ èîíîâ. Ïðèìåðû òðàåê-

òîðèé èîíîâ è äâóõ ðåçîíàíñíûõ ëèíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì ðàçëè÷íûì

çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè ðåçîíàíñíûõ èîíîâ (ω − Ωci)/k‖ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå

8 âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè è æèðíûìè ÷åðòî÷êàìè. Ïðè ýòîì, èç ÷åòûðåõ

ïîêàçàííûõ òðàåêòîðèé òðè äåñòàáèëèçèðóþùèõ è òîëüêî âåðõíÿÿ ïðàâàÿ

ñòàáèëèçèðóþùàÿ. Èíòåãðàëüíûé âêëàä â àíòèýðìèòîâó ÷àñòü äèýëåêòðè÷å-
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ñêîé ïðîíèöàåìîñòè (1) îêàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì äëÿ âñåõ ðåçîíàíñ-

íûõ ëèíèé ïîäîáíûõ ïðàâîé âåðòèêàëüíîé ëèíèè íà ðèñóíêå 8, ïîñêîëüêó

èç-çà ìíîæèòåëÿ v2
⊥ âêëàä ñòàáèëèçèðóþùèõ òðàåêòîðèé ïðåâûøàåò âêëàä

äåñòàáèëèçèðóþùèõ. Òîëüêî äëÿ ðåçîíàíñíûõ ëèíèé ðàñïîëîæåííûõ ëåâåå

òî÷êè èíæåêöèè ñóììàðíûé âêëàä ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö îêàçûâàåòñÿ äåñòà-

áèëèçèðóþùèì (ëåâàÿ ðåçîíàíñíàÿ ëèíèÿ íà ðèñóíêå 8). Â ýòîé îáëàñòè

∂v‖f > 0 äëÿ ëþáîé ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè, è ïîýòîìó èíòåãðàë îò ïåðâî-

ãî ÷ëåíà â ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (1) ìîæåò ïðåâûøàòü âñåãäà îòðèöàòåëüíûé

âêëàä âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ïðèáëèæåí-

íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè âîëíû è èíæåêöèè ω − Ωci ≈ k‖v‖inj,

ãäå v‖inj åñòü ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö. Îòìåòèì, ÷òî

óìåíüøåíèå ïèò÷-óãëà èíæåêöèè óìåíüøàåò äåñòàáèëèçèðóþùèé âêëàä ïåð-

âîãî ñëàãàåìîãî â (1) (ïîñêîëüêó óìåíüøàåò ïîïåðå÷íûå ñêîðîñòè, ïðè êî-

òîðûõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàìåòíî îòëè÷íà îò íóëÿ) è, òàêèì îáðàçîì,

ñïîñîáñòâóåò ïîäàâëåíèþ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè.

VÈÈ

V
¦

Ω�kÈÈ0

Ðèñ. 8: Ïðèìåð èçîëèíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñïëîøíûå ëèíèè) è âîçìóùåííûõ

òðàåêòîðèé èîíîâ (æèðíûå ÷åðòî÷êè). Âåðòèêàëüíûå øòðèõ-ïóíêòèðíûå ëèíèè ñîîòâåò-

ñòâóþò ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ðåçîíàíñíîé ñêîðîñòè (ω − Ωci)/k‖, ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ �

v2⊥ + (v‖ − ω/k‖)2 = const. Îáëàñòè èíæåêöèè óñëîâíî îáîçíà÷åíû êðóæêàìè.

Íåðåçîíàíñíûå ÷àñòèöû äàþò îñíîâíîé âêëàä â ýðìèòîâó ÷àñòü äèýëåê-
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òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, êîòîðûé ìîæíî ãðóáî îöåíèòü êàê âêëàä õîëîä-

íîé ïëàçìû, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì ω ∼ k‖vA è Ωci/ω−1 ∼ cot θ
√
β⊥,

ãäå β⊥ åñòü îòíîøåíèå ïîïåðå÷íîãî äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, θ � ïèò÷-óãîë èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö è vA � àëüôâåíîâñêàÿ ñêî-

ðîñòü. Îòìåòèì, ÷òî ïðè Ωci − ω ∼ Ωci âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |ω − Ωci| ∼

Ωci ∼ ΩbL/ρ⊥ � Ωb, ãäå Ωb åñòü áàóíñ-÷àñòîòà èîíîâ. Âûïîëíåíèå ýòî-

ãî óñëîâèÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

è ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèå äëÿ ïîèñêà ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè. Êðîìå òîãî, â äàí-

íîé çàäà÷å äëèíà âîëíû íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ λ ∼ ρ⊥/β⊥ îêàçûâàåòñÿ

ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòè L.

Âîçìîæíîñòü èíòåãðàëüíîé èíâåðñíîé çàñåëåííîñòè òðàåêòîðèé ðåçî-

íàíñíûõ èîíîâ � íåîáõîäèìîå, íî íåäîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ïëàçìû îáëàñòü ãåíåðàöèè âîëíû äîëæíà

áûòü áîëüøå èëè ïîðÿäêà äëèíû âîëíû âîçìóùåíèÿ, à îòäàâàåìàÿ ðåçîíàíñ-

íûìè ÷àñòèöàìè ýíåðãèÿ äîëæíà ïðåâîñõîäèòü ýíåðãèþ, óíîñèìóþ óõîäÿùè-

ìè âîëíàìè. Êîëè÷åñòâåííîìó àíàëèçó íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

âîçáóæäåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ ÂÊÁ ïðèáëèæåíèÿ ïîñâÿùåíû ñëå-

äóþùèå ðàçäåëû.

2.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è

äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ

Â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áûñòðûõ èîíîâ

èñïîëüçóåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-

Ïëàíêà

∂fi
∂t

=
1

τdv2

∂

∂v

(
v3 + v3

c

)
fi +

sin2(2θ0)

τθ

∂2fi
∂Y 2

− fi
τex

+ S, (30)
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ãäå Y = sin2 θ/R, θ � ïèò÷-óãîë, R � òåêóùåå ïðîáî÷íîå îòíîøåíèå âäîëü

áàóíñ òðàåêòîðèè, τd = 3miT
3/2
e /(4

√
2πmeΛe

4ne) � âðåìÿ òîðìîæåíèÿ èîíîâ

íà ýëåêòðîíàõ, τex � âðåìÿ ïîòåðü èîíîâ çà ñ÷åò ïåðåçàðÿäêè íà àòîìàð-

íûõ ïó÷êàõ, τθ = m2
i v

3/(2πΛe4ne) � âðåìÿ óãëîâîãî ðàññåÿíèÿ íà èîíàõ,

vc = (9πm2
en

2
c/16m2

in
2
e)

1/6
√

2Te/me � ñêîðîñòü, ïðè êîòîðîé âðåìÿ òîðìîæå-

íèÿ íà õîëîäíûõ èîíàõ ñðàâíèâàåòñÿ ñ òîðìîæåíèåì íà ýëåêòðîíàõ, ne è nc

� ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ è õîëîäíûõ èîíîâ â öåíòðå ëîâóøêè, S � èñòî÷íèê,

îïðåäåëÿåìûé èíæåêöèåé. Ïåðåìåííûå â (30) ñâÿçàíû ñ èíòåãðàëàìè äâè-

æåíèÿ èîíîâ: Ei = miv
2/2 è µi = Y Ei/B0. Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30),

âûðàæåííîå ÷åðåç èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, äàåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ëþ-

áîé òî÷êå áàóíñ òðàåêòîðèè. Â îòëè÷èå îò òî÷íîãî óðàâíåíèÿ, â óðàâíåíèè

(30) ïðåíåáðåãàåòñÿ äèôôóçèåé ïî ýíåðãèè è ÷ëåíîì ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

ïî óãëó. Êðîìå òîãî, âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ òîðìîæåíèÿ è óãëîâîé äèô-

ôóçèè, óñðåäíåííûõ ïî áàóíñ òðàåêòîðèè, èñïîëüçóþòñÿ êîýôôèöèåíòû, íå

çàâèñÿùèå îò Y . Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè íåñëîæíîå ðåøåíèå ñ ãðàíè÷íûì óñëî-

âèåì íà ãðàíèöå êîíóñà ïîòåðü:

fi = F (v2/v2
inj, Y ),

F (X, Y ) = H(Y − 1/Rm)
(
X3/2 +X3/2

c

)τd/3τex−1

w(X)−1 ×

×
(
e−(Y−sin2 θ0)2/w2(X) − e−(2/Rm−Y−sin2 θ0)2/w2(X)

)
, (31)

ãäå H(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, Rm � ïðîáî÷íîå îòíîøåíèå ëîâóøêè, vinj -

ñêîðîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ýíåðãèåé èíæåêöèè, θ0 è δθ - ïèò÷-óãîë è ïîëóøè-

ðèíà óãëîâîãî ðàçáðîñà èíæåêöèè, è

w(X) = sin(2θ0)

√√√√2

3

ne
nc

ln

(
1 +X

3/2
c /X3/2

1 +X
3/2
c

)
+ δθ2 (32)
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åñòü ýôôåêòèâíàÿ óãëîâàÿ øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè fi = 0 ïðè v → ∞, Y = 1/Rm è ∂Y fi = 0

ïðè Y = 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, àíàëîãè÷íî [26]. (Ïî-

ñëåäíåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ â

ðàìêàõ óðàâíåíèÿ (30) ÷åðåç ãðàíèöó ñ íåôèçè÷åñêîé îáëàñòüþ Y > 1.)

×ëåíû ðÿäà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèþ G è åå ìíîãîêðàòíûå îòðàæå-

íèÿ îò ãðàíèö Y = 1/Rm è Y = 1, âçÿòûå ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêà-

ìè. (Ôóíêöèÿ G(v2/v2
inj, Y ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (30) ñ èñòî÷íèêîì

∼ δ(v − vinj) exp
(
−(Y − Y0)

2/(δθ sin 2θ0)
2
)
.) Ðåøåíèå (31) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñóììó äâóõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà. Îíî îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå

êîíóñà ïîòåðü è ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè. Îòëè÷èå

(31) îò ïîëíîé ñóììû ðÿäà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî (∼ exp(−δθ−2)) ïðè çíà-

÷åíèÿõ ýíåðãèè, ñðàâíèìûõ ñ ýíåðãèåé èíæåêöèè, à ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ïîãðåøíîñòè, âîçíèêàþùåé èç-çà òî-

ãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè ñ÷èòàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò Y . Ó÷åò

áîëüøåãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè

ïîðÿäêà èçìåíåíèÿ, âûçâàííîãî äîïîëíèòåëüíîé äîáàâêîé õîëîäíûõ èîíîâ

ñ ïëîòíîñòüþ ìåíüøå 5% îò ïëîòíîñòè ãîðÿ÷èõ èîíîâ.

Äàëåå, ÷òîáû âûðàçèòü äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ÷åðåç àíàëè-

òè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ω, k‖, k⊥, z è r, ðàñïðåäåëå-

íèå (31) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñóììîé
∑

t ηt(r̃)fp,q(ṽ‖/w‖, ṽ⊥/w⊥)/(w‖w
2
⊥) ãäå

ṽ2
‖ = v2− v2

⊥, ṽ
2
⊥ = v2

⊥/R, fp,q(x, y) = e−x
2−y2

x2py2q/(πΓ(q + 1)Γ(p+ 1/2)), r̃ �

ðàäèóñ ñèëîâîé ëèíèè â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè (òî åñòü ∂r̃2/∂r2 = R(z, r)), pt

è qt � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà,
∑

t ηt(r̃ = 0) = 1. Ôóíêöèè fp,q îòëè÷íû

îò íóëÿ òîëüêî â îêðåñòíîñòè x =
√
p, y =

√
q, è äàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðè-

ãîäíà äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè. Øèðèíû

w‖ è w⊥ îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðî-
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èçâîäíîé àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè f(v‖, v⊥), w∂vf < f . Â ðàáîòå èñïîëü-

çîâàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ íàáîðîì ôóíêöèé ñ îäèíàêîâûìè øèðèíàìè (òîëü-

êî äëÿ õîëîäíûõ èîíîâ ïðèíèìàåòñÿ ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñâîåé

òåìïåðàòóðîé), ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò

äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Â ñëó÷àå ðàâíûõ øèðèí ëó÷øóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ îáåñïå÷èâàþò êîýôôèöèåíòû ïåðåä ôóíêöèÿìè fp,q(v‖/w‖, v⊥/w⊥),

ðàâíûå η(r̃ = 0) = f(w‖
√
p, w⊥

√
q)πw‖w

2
⊥Γ(p+ 1/2)/Γ(p+ 1).

Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóþòñÿ ïðîäîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âà-

êóóìíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bv(z) = Bv0(1 + z2/L2), ãäå L � äëèíà óäâîåíèÿ

âàêóóìíîãî ïîëÿ, è ðàäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïëàçìû n(r̃) =

n0 exp(−r̃2/R2
p), ãäå Rp � ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ ïëàçìû. Â ïàðàêñèàëüíîì

ïðèáëèæåíèè ïðåíåáðåãàåòñÿ ïîïåðå÷íîé íåîäíîðîäíîñòüþ âàêóóìíîãî ïî-

ëÿ, íî ó÷èòûâàåòñÿ îòëè÷èå ðåàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò âàêóóìíîãî, âîç-

íèêàþùåå èç-çà êîíå÷íîãî äàâëåíèÿ ïëàçìû. Ïîýòîìó òåêóùåå ïðîáî÷íîå

îòíîøåíèå R çàâèñèò íå òîëüêî îò z, íî è îò ðàäèóñà r.

Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé fp,q ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè âûïîëíèòü èíòå-

ãðèðîâàíèå ïî ñêîðîñòÿì â âûðàæåíèÿõ äëÿ òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-

íèöàåìîñòè [11] ñ ñîáëþäåíèåì ïðàâèë îáõîäà Ëàíäàó è àíàëèòè÷åñêè ïðî-

äîëæèòü ðåçóëüòàò íà âñå êîìïëåêñíûå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ω, k‖, k⊥, r è

z. Ïîëàãàÿ ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíîâåñèÿ íàïðàâëåííûì ïî îñè z, îïðåäåëÿåì

öèðêóëÿðíûå êîìïîíåíòû âîçìóùåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E± = Ex±iEy, è

â ïðèáëèæåíèè ωpe � Ωci ≥ ω íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ öèðêóëÿðíûõ Ôóðüå-

êîìïîíåíò:  D(ll) D(lr)

D(rl) D(rr)

 E+

E−

 = 0,

D(α) =

(
s2
α

k2c2

ω2
− k2

⊥c
2

2ω2
+ sα

ω2
pi

ωΩci
+
∑
t

ηtε
(α)
t

)
Ψ(α), (33)
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ãäå srr = −sll = 1, slr = srl = 0, Ψlr = Ψ−1
rl = (kx + iky)/(kx − iky) è

Ψll = Ψrr = 1, à èíäåêñ α ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ rr, rl, lr, ll. Èîííûé âêëàä â

äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ðàâåí

ε
(α)
t = s2

α

ω2
pit

ω2
+
ω2
pit0

ω2

∞∑
n=−∞

qt∑
m=0

w2m
⊥t

w2m
‖t

(R− 1)m

Rm+pt

Cqt
mC

pt+m+1
pt

C
qt−1/2
m

×

×

(
nΩci

k‖w‖t
Zqt−m(un)

2∂k2
⊥
k2
⊥Ipt+m,n

pt +m+ 1

(α)

− w2
⊥t
w2
‖t
I

(α)
pt+m+1,nZ

′
qt−m(un)

)
, (34)

à çàâèñèìîñòü ïëàçìåííîé ÷àñòîòû îò êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ω2
pi(R, r̃) =

∑
t

ηt(r̃)ω
2
pit(R),

ω2
pit(R) = ω2

pit0

qt∑
m=0

((R− 1)w2
⊥t/w

2
‖t)

mR

(1 + (R− 1)w2
⊥t/w

2
‖t)

pt+m+1

Cqt
mC

pt+m
pt

C
qt−1/2
m

(35)

Çäåñü Cn
m � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, un = (ω − nΩci)/(k‖w‖), Zm(x) =

Γ(m+1/2)−1
∫∞
−∞ e

−t2t2mdt/(x− t) åñòü äèñïåðñèîííûå ôóíêöèè ïëàçìû [19].

Ïîïåðå÷íûå èíòåãðàëû I
(ll)
m,n = I

(rr)
m,−n = Γ(m+1)−1

∫∞
0 e−αy

2

y2m+1J2
n−1(yk̃⊥)dy

è I
(lr)
m,n = I

(rl)
m,n = Γ(m + 1)−1

∫∞
0 e−αy

2

y2m+1Jn−1(yk̃⊥)Jn+1(yk̃⊥)dy (ãäå α =

1/R+(1−1/R)w2
⊥/w

2
‖ è k̃⊥ = k⊥w⊥/Ωci) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáîáùåííóþ ãè-

ïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì Re(ω) > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå E+ åñòü àìïëèòóäà âîëíû ñ ïîëåì, âðàùàþùåìñÿ â ñòîðî-

íó èîííîãî öèêëîòðîííîãî âðàùåíèÿ, à E− � â ñòîðîíó ýëåêòðîííîãî âðà-

ùåíèÿ. Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåíèåì â êîòîðîì ïðåíåáðåãàåì

ñëàãàåìûìè ∼ k4
⊥ρ

4
⊥, ãäå ρ⊥ � ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ áûñòðûõ èîíîâ. Â ýòîì

ïðèáëèæåíèè èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (33) òîëüêî D(ll) ñîäåðæèò ÷ëåíû

∼ Zm(u1), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçîíàíñàì ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè k‖v‖ = ω−Ωci.

Ïîýòîìó äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ðåøåíèÿ óðàâíåíèå (33) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå

D(ll)E+ = 0 è E− = −E+D
(rl)/D(rr), êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ íèæå äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ ðåøåíèé â ðàìêàõ ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ. (Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé Re(ω)
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â ýòîé ñèñòåìå íóæíî ïîìåíÿòü E+ ñ E− è èíäåêñû l c r.)

2.3. ÂÊÁ-ðåøåíèÿ

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ ê òðåõìåðíîé çàäà÷å èñïîëüçóåò-

ñÿ àêñèàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, ìàëîñòü ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ çàäà÷è ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ïðîäîëüíûìè è ïðèáëèæåíèå Ïåðëñòåéíà-Áåðêà [14] äëÿ ðàäèàëüíûõ

çàâèñèìîñòåé. Ìàëîñòü ðàäèóñà ïëàçìû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ïîçâîëÿåò

èñïîëüçîâàòü àäèàáàòè÷åñêèé ïîäõîä (àíàëîãè÷íî ï. 8.1 â [32]), êîãäà ïî-

ïåðå÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàõîäèòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ïðîäîëüíîé

êîîðäèíàòå. Èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå D(ll) ≈ D0 +D,k⊥k⊥k
2
⊥/2 +D,rrr

2/2, ãäå

D0 ≡ D(ll)(ω, k‖, z, 0, 0) è D,k⊥k⊥, D,rr, � âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïðè r = 0 è

k⊥ = 0. Îòìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèå âíåñóò âêëàä òîëüêî ãàðìîíèêè ñ |n| ≤ 2.

Ôèêñèðóÿ íåêèå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ ω, k‖ è z, ïåðåõîäèì ê ïîïåðå÷íîìó

âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (D,k⊥k⊥∇2
⊥−D,rrr

2−2D0)E+ = 0. Óðàâíåíèå èìååò íå

îáðàùàþùååñÿ â íîëü íà îñè ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå òîëüêî ïðèD0 = −D⊥,

ãäå D⊥ ≡ sign(Re(k2
0))k2

0D,k⊥k⊥ è k2
0 ≡

√
D,rr/D,k⊥k⊥. Ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ

àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûì. Òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü èç êâàçèêëàñ-

ñè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ, âû÷èñëÿÿ ïðè íóëåâîì àçèìóòàëüíîì ìîìåíòå Iφ

ðàäèàëüíûé àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò Ir ≡
∮
k⊥dr/(2π) = −D0/(2D⊥), è

ïðèðàâíèâàÿ åãî ê ìèíèìàëüíîìó ïîëóöåëîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó. Ðå-

øåíèÿ ñ äðóãèìè çíà÷åíèÿìè êâàíòîâûõ ÷èñåë (ðàäèàëüíîãî è/èëè àçèìó-

òàëüíîãî) â èòîãå ñîîòâåòñòâóþò áîëåå óñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îäíîìåðíóþ ïðîäîëüíóþ çàäà÷ó ñ äèñïåðñè-

îííûì ñîîòíîøåíèåì D‖(ω, k‖, z) ≡ D0 + D⊥ = 0, ñîõðàíÿþùóþ ïîïåðå÷-

íûå àäèàáàòè÷åñêèå èíâàðèàíòû âäîëü ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû. Ïðîäîëæàÿ

èäåîëîãèþ ïðèáëèæåíèÿ Ïåðëñòåéíà-Áåðêà, âàðüèðóÿ ω è k‖ äëÿ ó÷åòà ïî-
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ïåðå÷íîé ïîïðàâêè, ïîëó÷àåì ω ≈ ω0 + δω, ãäå ω0 � êîìïëåêñíîå çíà÷å-

íèå ÷àñòîòû, ïîëó÷àåìîå èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíè-

åì D0 = 0, è δω = 〈D⊥〉/〈∂ωD0〉 � óñðåäíåííàÿ ïîïðàâêà Ïåðëñòåéíà-Áåðêà.

Ñêîáêè óñðåäíåíèÿ îçíà÷àþò 〈f〉 =
∮
f(∂k‖D0)

−1dz/
∮

(∂k‖D0)
−1dz ñ èíòåãðè-

ðîâàíèåì âäîëü ÂÊÁ-òðàåêòîðèè ïðîäîëüíîé çàäà÷è ñ D0 = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîäîëüíîé çàäà÷è (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé, îïè-

ñàííîé, íàïðèìåð, â [2, 14]) ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííûé ïîèñê êîìïëåêñíûõ

òî÷åê z (òî÷åê îñòàíîâêè âîëíû), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå óðàâíåíèé

D0(ω, k‖, z) = 0, ∂k‖D(ω, k‖, z) = 0 ïðè íåêîòîðîì êîìïëåêñíîì çíà÷åíèè ω,

è ñòðîÿòñÿ ëèíèè Ñòîêñà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòèê óõîäÿùèõ âîëí è

ïîñòîÿííûõ Ñòîêñà, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ ñêà÷êîâ ñóáäîìèíàíòíûõ ðåøå-

íèé, ÂÊÁ-ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Íàêîíåö,

äëÿ íàõîæäåíèÿ ω ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ ôàçîâîå èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå,

ñëåäóþùåå èç òðåáîâàíèÿ îäíîçíà÷íîñòè ÂÊÁ-ðåøåíèÿ.

Ïðè ó÷åòå òîëüêî äâóõ òî÷åê îñòàíîâêè âîëíû z1 è −z1 (ëîâóøêà

ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé) ôàçîâîå èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå ïðèíè-

ìàåò âèä eiψ1 + 1 = 0, ãäå ψ1 =
∮
k‖dz =

∫ z1

−z1
(kA − kr)dz, kA(z) è kres(z)

îáîçíà÷àþò êîðíè äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ìû óñëîâíî íàçî-

âåì àëüôåíîâñêèì è ðåçîíàíñíûì. (Êðîìå òîãî, â ñèëó ñèììåòðèè ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè, åñòü òàêæå ïàðà êîðíåé −kA
è −kres, ñëèâàþùèõñÿ â ñîïðÿæåííûõ òî÷êàõ ±z∗1 .) Íà ðèñóíêå 9 ïðèâå-

äåí ïðèìåð çàâèñèìîñòè êîðíåé îò z íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Òî÷êà ñëèÿ-

íèÿ êîðíåé â ýòîì ïðèìåðå ðàâíà z1 = (0.21 − 0.16i)L. Àëüôâåíîâñêèé êî-

ðåíü ïðèáëèæåííî ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîé àëüôâåíîâñêîé âîëíå â õîëîäíîé

ïëàçìå, k2
Ac

2/ω2 ≈ ω2
pi(z)/(Ωci(z)(Ωci(z)−ω)). Ðåçîíàíñíàÿ âîëíà ïðè ëþáîé

ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå ïðèáëèæåííî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ öèêëîòðîííî-

ãî ðåçîíàíñà ñ èíæåêòèðîâàííûìè ÷àñòèöàìè kres ≈ (Ωci(z) − ω)/V (z), ãäå
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V (z) =
√
V 2
‖inj − (R(z)− 1)V 2

⊥inj � ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü èíæåêòèðîâàííîé

÷àñòèöû â òî÷êå ñ òåêóùèì ïðîáî÷íûì îòíîøåíèåì R(z). Ðåçîíàíñíàÿ âîë-

íà îáåñïå÷èâàåò ïîëîæèòåëüíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü, ïîðîæäàþùóþ íåóñòîé÷è-

âîñòü.

ReHkÈÈ ΡvL

z�L1

2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0.5

1.0
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ImHkÈÈ ΡvL
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2
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Ðèñ. 9: Ïðèìåð çàâèñèìîñòè ïðîäîëüíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíà-

òû: 1 � àëüôâåíîâñêàÿ âîëíà, 2 � ðåçîíàíñíàÿ âîëíà. Ìíèìàÿ ÷àñòü âîëíîâîãî âåêòîðà

àëüôâåíîâñêîé âîëíû óâåëè÷åíà â äåñÿòü ðàç. Çäåñü ρv = v⊥inj/Ωv. Äèñïåðñèîííîå ñî-

îòíîøåíèå ðåøàëîñü ïðè βv = 0.11 è áàçîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ïðèâåäåííûõ â

ðàçäåëå 2.4.

Íà ðèñóíêå 10 ïîêàçàí ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèÿ ìàãíèòíîãî

ïîëÿ íà îñè ñèñòåìû. Ìåæäó ëèíèÿìè Ñòîêñà íàõîäèòñÿ îáëàñòü ãåíåðàöèè

ñî ñòîÿ÷åé âîëíîé, ãäå îñíîâíîé âêëàä â àìïëèòóäó âîçìóùåíèÿ âíîñÿò ðå-

çîíàíñíûå âîëíû. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îíè ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò

è ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óõîäÿùèìè àëüôâåíîâñêèìè âîëíàìè.

Èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ïëàçìû è ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîáêàõ è â îêðåñò-

íîñòÿõ òî÷åê îòðàæåíèÿ áûñòðûõ èîíîâ ïðèâîäÿò ê ÷àñòè÷íîìó îòðàæåíèþ

óõîäÿùåé àëüôâåíîâñêîé âîëíû. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ÂÊÁ-ìåòîäà, ýòîò ýôôåêò

ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíûõ òî÷åê îñòàíîâêè âîëíû ±z2 â êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè z, ãäå ïëîòíîñòü ïëàçìû è ïðîäîëüíûé âîëíîâîé âåêòîð îá-

ðàùàþòñÿ â íîëü. Ó÷åò äîïîëíèòåëüíîãî îòðàæåíèÿ ìîäèôèöèðóåò ôàçîâîå
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Ðèñ. 10: Âåðõíèå ãðàôèêè � ïðîäîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå àçèìóòàëüíîé (ñëåâà) è ðàäè-

àëüíîé (ñïðàâà) êîìïîíåíò âîçìóùåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè îñè. Íèæíèå ãðàôèêè

� âêëàä àëüôâåíîâñêîé âîëíû â âîçìóùåíèå ïîëÿ. Âåðòèêàëüíûé ïóíêòèð óêàçûâàåò

ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé Ñòîêñà ñ âåùåñòâåííîé îñüþ. Ïàðàìåòðû òå æå, ÷òî è íà ðèñóíêå 9.

èíòåãðàëüíîå óñëîâèå: (eiψ1 +1)2+eiψ2 = 0, ãäå ψ2 = 2
∫ z2

−z2
kAdz è ±z2 � íîâûå

òî÷êè ñëèÿíèÿ êîðíåé. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå L � ρ⊥ âòîðîå ñëàãàå-

ìîå ñëàáî âëèÿåò íà ÷àñòîòó âîçìóùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîÿâëåíèå ÷ëåíà

rref = eiψ2, êîòîðûé ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû åñòü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ

îò íåîäíîðîäíîñòè, ïðèâîäèò ê ìàëîìó îòíîñèòåëüíîìó èçìåíåíèþ ÷àñòîòû

∆ω/ω ∼ √rrefρ⊥/L (äëÿ îöåíêè ôàçîâîãî èíòåãðàëà ψ1 çäåñü èñïîëüçîâàíî

ïðèáëèæåíèå Ïåðëñòåéíà-Áåðêà [14]). Ïðè òèïè÷íûõ ïàðàìåòðàõ èçìåíåíèå

ïîðîãîâîãî β⊥ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ ∆ω/ω. Îòíîñèòåëüíî ñëàáî

âëèÿÿ íà ãðàíèöó óñòîé÷èâîñòè, îòðàæåíèå îò íåîäíîðîäíîñòè ìîæåò ñóùå-

ñòâåííî ìåíÿòü ïðîäîëüíóþ çàâèñèìîñòü ôàçû âîëíû âíå îáëàñòè ãåíåðàöèè,

èçìåðÿåìóþ â ýêñïåðèìåíòå.

2.4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Íà ðèñóíêàõ 11-15 ïðèâåäåí ðÿä ãðàôèêîâ, íà êîòîðûõ ïîêàçàíû çà-

âèñèìîñòè ïîðîãîâîãî βv è ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ îò îòíî-

øåíèÿ ðàäèóñà ïëàçìû ê ëàðìîðîâñêîìó ðàäèóñó ρv. Èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà-
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÷åíèÿ βv = 8πP⊥0/B
2
v0 � îòíîøåíèå ïîïåðå÷íîãî äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëå-

íèþ ïîëÿ, ρv = V⊥inj/Ωv � ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ è

Ωv = eiBv0/mic � èîííî-öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà, ïîñ÷èòàííûå ïî âàêóóìíîìó

ìàãíèòíîìó ïîëþ íà îñè â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè ëîâóøêè. Ïàðàìåòðû, íå

óêàçàííûå ÿâíî â ïîäïèñè ê ðèñóíêó, ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñëåäóþùèìè: óãîë

èíæåêöèè θ0 = 45◦, ïîëóøèðèíà óãëîâîãî ðàçáðîñà èíæåêöèè δθ = 5◦, îòíî-

øåíèå òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ ê ýíåðãèè èíæåêöèè Te/Einj = 3.6 · 10−3,

îòíîøåíèå âðåìåí ïåðåçàðÿäêè èîíîâ íà àòîìàðíûõ ïó÷êàõ è òîðìîæå-

íèÿ áûñòðûõ èîíîâ íà ýëåêòðîíàõ τex/τd = 4, ïëîòíîñòü õîëîäíûõ èîíîâ

nc = 0.75ne, ïðîäîëüíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè âàêóóìíîãî ìàãíèòíîãî

ïîëÿ L = 30ρv è ïðîáî÷íîå îòíîøåíèå ëîâóøêè Rm = 40. Òàêèå çíà÷åíèÿ

ïðèáëèæåííî ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè ÃÄË, ïðè êîòî-

ðûõ íàáëþäàëàñü ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòü [40]. Ïðè ïîñòðîåíèè ÂÊÁ-ðåøåíèÿ

ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå ó÷èòûâàëàñü òîëüêî ïàðà áëèæàéøèõ ê öåíòðó

òî÷åê îñòàíîâêè âîëíû. Ïðè àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ fi èñ-

ïîëüçîâàëàñü ñóììà èç ïðèìåðíî 2500 ôóíêöèé fp,q ñ pmax + qmax = 100,

ïðè ýòîì äëÿ �áàçîâîãî� íàáîðà ïàðàìåòðîâ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå∫
d3v(fi − fa)

2/
∫
d3vf 2

i àïïðîêñèìàöèè fa îò fi ðàâíî 2, 5%, à óâåëè÷åíèå

÷èñëà ñëàãàåìûõ â ñóììå â äâà ðàçà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ãðàíè÷íîãî βv

ìåíåå ÷åì íà 3%.

Ðèñóíêè 11-15 ïîêàçûâàþò ñèëüíîå ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå ïîïåðå÷-

íîé íåîäíîðîäíîñòè: ïîðîãîâîå βv ðàñòåò ïðè óìåíüøåíèè Rp/ρv âïëîòü äî

èñ÷åçíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ëþáîì βv, êîãäà ðàäèóñ ñòàíîâèòñÿ ìåíü-

øå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ñðàâíèìîãî ñ ρv. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýòà

îáëàñòü íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ïðèìåíèìîñòè äàííîé òåîðèè åùå è ïî òîìó,

÷òî ïîïåðå÷íûå ïîïðàâêè ïðîïîðöèîíàëüíûå (δω)2 ñòàíîâÿòñÿ ñðàâíèìû-

ìè ñ ïîïðàâêàìè ∼ δω. Ôîðìàëüíîå ïðîäîëæåíèå êðèâûõ ðèñóíêîâ 11-15 â
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îáëàñòü áîëüøèõ βv ïðèâîäèò ê ðàçâîðîòó êðèâûõ âïðàâî è âûõîäó íà ãî-

ðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòèêè, ÷òî ôîðìàëüíî îçíà÷àåò ïîÿâëåíèþ íîâûõ çîí

óñòîé÷èâîñòè ïðè áîëüøèõ βv. Ïîäòâåðæäåíèå èëè îïðîâåðæåíèå ñóùåñòâî-

âàíèÿ òàêèõ çîí òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.
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Ðèñ. 11: Ïîðîãîâîå βv (ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòà (ñïðàâà) â çàâèñèìîñòè îò

Rp/ρv äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé δθ: 1 � δθ = 5◦, 2 � δθ = 10◦, 3 � δθ = 15◦.

Óìåíüøåíèå óãëîâîãî ðàçáðîñà èíæåêöèè óâåëè÷èâàåò ãðàäèåíòû

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â îáëàñòè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö, ÷òî îáëåã÷àåò ðàç-

âèòèå íåóñòîé÷èâîñòè (ðèñóíîê 11).
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Ðèñ. 12: Ïîðîãîâîå βv (ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòà (ñïðàâà) â çàâèñèìîñòè îòRp/ρv

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ Te/Einj: 1 � Te/Einj = 1.8·10−3, 2 � Te/Einj = 3.6·10−3,

3 � Te/Einj = 7.2 · 10−3, 4 � Te/Einj = 1.44 · 10−2.

Óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ óìåíüøàåò ñêîðîñòü òîðìîæåíèÿ
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ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ óãëîâîãî ðàññåÿíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê óøèðåíèþ

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå ýëåêòðîííîé òåìïåðà-

òóðû ñïîñîáñòâóåò ñòàáèëèçàöèè ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè (ðèñóíîê 12).

Äîáàâëåíèå õîëîäíûõ èîíîâ óìåíüøàåò ïðîäîëüíóþ äëèíó âîëíû âîç-

ìóùåíèÿ, ÷òî îñëàáëÿåò ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå ïðîäîëüíîé íåîäíîðîä-

íîñòè (ðèñóíîê 13). Óìåíüøåíèå ïåðåçàðÿäíûõ ïîòåðü äåéñòâóåò àíàëîãè÷-

íî äîáàâëåíèþ õîëîäíîé ïëàçìû, òàê êàê óâåëè÷èâàåòñÿ äîëÿ èîíîâ ñ ìàëîé

ýíåðãèåé.
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Ðèñ. 13: Ïîðîãîâîå βv (ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòà (ñïðàâà) â çàâèñèìîñòè îò

Rp/ρv äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ äîëè õîëîäíîé ïëàçìû: 1 � nc = 0.8ne, 2 �

nc = 0.75ne, 3 � nc = 0.67ne, 4 � nc = 0.5ne.

Óìåíüøåíèå óãëà èíæåêöèè, â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêàìè ðàçäåëà 2.1,

óâåëè÷èâàåò ïîðîãîâîå βv è óìåíüøàåò ÷àñòîòó íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ

(ñì. ðèñóíîê 14). Ïðè óìåíüøåíèè óãëà èíæåêöèè íàáëþäàåòñÿ ðåçêèé ðîñò

ãðàíè÷íîãî βv, è äëÿ äàííûõ ïàðàìåòðîâ íå íàéäåíû íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ

ïðè θ0 < 40◦. Ýòîò êðèòè÷åñêèé óãîë óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì L/ρv. Ðåçêèé

ðîñò ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè ïðè óìåíüøåíèè óãëà èíæåêöèè òàêæå îòìå÷àë-

ñÿ â ðàáîòå [20].

Óâåëè÷åíèå ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ L óìåíüøàåò ñòà-

áèëèçèðóþùèé ýôôåêò ïðîäîëüíîé íåîäíîðîäíîñòè (ðèñóíîê 15).
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Ðèñ. 14: Ïîðîãîâîå βv (ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòà (ñïðàâà) â çàâèñèìîñòè îò

Rp/ρv äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óãëà èíæåêöèè: 1 � θ0 = 50◦, 2 � θ0 = 45◦, 3 � θ0 = 42◦, 4

� θ0 = 41◦.
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Ðèñ. 15: Ïîðîãîâîå βv (ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòà (ñïðàâà) â çàâèñèìîñòè îò

Rp/ρv äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ L/ρv: 1 � L = 40ρv, 2 � L = 30ρv, 3 � L = 20ρv.

2.5. Ïîâåäåíèå ïîëåé â ïåðèôåðèéíîé ïëàçìå

Â ýêñïåðèìåíòå èçìåðåíèÿ âîçìóùåíèÿ ïîëåé îáû÷íî äîñòóïíî òîëüêî

â ïåðèôåðèéíîé ïëàçìå, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîâåäåíèå âîçìóùå-

íèé â ýòîé îáëàñòè. Ñòîëá ïëîòíîé ïëàçìû, îêðóæåííûé ðåäêîé õîëîäíîé

ïåðèôåðèéíîé ïëàçìîé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíîâîä äëÿ àëüôâåíîâñêèõ

âîëí, ðàäèàëüíî ëîêàëèçîâàííûõ èç-çà ýôôåêòà ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðà-

æåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîäîëüíûå ðàçìåðû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàâíî-

âåñèÿ ìíîãî áîëüøå ïîïåðå÷íûõ, ïîëå ∼ eik‖z+imθ−iωt, ïðîíèêàþùèå â ïåðè-
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ôåðèéíóþ õîëîäíóþ ïëàçìó, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

k2
‖Er +

im

r

(
∂

∂r
rEφ − imEr

)
=
ω2

c2
(ε⊥Er + igEφ) ,

k2
‖Eφ −

∂

∂r

1

r

(
∂

∂r
rEφ − imEr

)
=
ω2

c2
(ε⊥Eφ − igEr) , (36)

ãäå ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ðàâíû

ε⊥ω
2
pi/(Ω

2
ci − ω2), g = ε⊥ω/Ωci (çäåñü, êàê è ïðåæäå, èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëè-

æåíèå ωpe � Ωci ≥ ω, ïîýòîìó E‖ âûïàäàåò èç ðàññìîòðåíèÿ). Íåòðóäíî

îöåíèòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ, ñïàäàþùåãî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ êàê

e−r/λ. Ïîäñòàíîâêà â (36) äàåò ïàðàìåòð ðàäèàëüíîãî çàòóõàíèÿ λ ∼ 1/|k‖|

è îòíîøåíèå

Er

Eφ
∼ im

|k‖|r
+
ig

k2
‖

ω2

c2
, (37)

îïðåäåëÿþùåå âðàùåíèå ïîëÿðèçàöèè. Ñëó÷àé Im(Er/Eφ) > 0, ñîîòâåò-

ñòâóåò âðàùåíèþ â ñòîðîíó öèêëîòðîííîãî âðàùåíèÿ ýëåêòðîíîâ, à ñëó÷àé

Im(Er/Eφ) < 0 � â èîííóþ ñòîðîíó (ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî â ñòîðîíó

ïîëîæèòåëüíîãî z è ìû ïî-ïðåæíåìó ïîëüçóåìñÿ Re(ω) > 0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò âîç-

ìóùåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ (Ex, Ey) ïî ñòåïåíÿì x è y â îêðåñòíîñòè îñè.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì íåòðóäíî íàéòè, ÷òî öè-

ëèíäðè÷åñêèå êîìïîíåíòû, íå îáðàùàþùèåñÿ â íîëü, èìåþò àñèìïòîòèêó ñ

ïîñòîÿííûìè Er, Eφ è îòíîøåíèåì

Er

Eφ
= −i m

|m|
, (38)

ãäå m = ±1. Ýòî åñòü ïðåäñòàâëåíèå îäíîðîäíîãî ïîëÿ, âðàùàþùåãîñÿ â

ïëîñêîñòè (x, y). Ïîýòîìó ïðè ðàçâèòèè ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè âîçáóæäàåòñÿ

èìåííî âðàùàþùàÿñÿ â èîííóþ ñòîðîíó ìîäà m = −1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
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ÂÊÁ ðåøåíèÿì ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ñ ó÷åòîì E± = (Er ± iEθ)e
±iφ. Àçè-

ìóòàëüíûå ìîäû ñ |m| 6= 1 îáðàùàþòñÿ â íîëü íà îñè, ãäå ïëîòíîñòü èîíîâ,

ñîçäàþùèõ èíâåðñíóþ çàñåëåííîñòü, ìàêñèìàëüíà. Ïîýòîìó òàêèå ìîäû èìå-

þò áîëåå âûñîêèé ïîðîã âîçáóæäåíèÿ.

Ñðàâíåíèå (37) è (38) ïîêàçûâàåò, ÷òî íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ ïîëÿ íà

îñè è íà ïåðèôåðèè ïðîòèâîïîëîæíû, êîãäà g(r)ω2/c2 < k‖/r ïðè áîëü-

øîì r. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîäà íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ. Äëÿ

èëëþñòðàöèè íà ðèñóíêå 16 ïîêàçàíû äâà ïðèìåðà ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäè-

àëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Er è äîëè èîííî-âðàùàþùåéñÿ ïîëÿðèçàöèè

Pi =
(
1 + |Er − iEφ|2/|Er + iEφ|2

)−1
, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé (36). Âî âòîðîì èç ýòèõ ïðèìåðîâ ÷àñòîòà áëèçêà ê öèêëîòðîí-

íîé, ïîýòîìó âòîðîé ÷ëåí â (37) îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì è íàïðàâëåíèå

âðàùåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ.

r�Rp

1
2

ErHrL�ErH0L, nHrL�nH0L
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0
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Ðèñ. 16: Ïðèìåðû ðàäèàëüíîé çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

(ñëåâà) è äîëè ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ, âðàùàþùåãîñÿ â ñòîðîíó öèêëîòðîííîãî âðàùåíèÿ

èîíîâ (ñïðàâà), äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû: 1 � ω = 0.5Ωci (k‖c/ωpi0 = 0.597), 2 � ω =

0.9Ωci (k‖c/ωpi0 = 2.71). Ïóíêòèðîì ïîêàçàí ïðîôèëü ïëîòíîñòè. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

ωpi0 = 300Ωci, Rpωpi0/c = 2.5.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî âðàùåíèå ïîëÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè â ïåðèôåðèé-

íîé ïëàçìå â èîííóþ ñòîðîíó íàáëþäàëîñü â öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêå TMX [17]
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è êîìïàêòíîì ïðîáêîòðîíå ÃÄË [37]. Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ èíæåêöèÿ ïðî-

èçâîäèëàñü ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè, è ïîýòîìó ÷àñòîòà íåóñòîé÷èâîñòè áûëà

áëèçêà ê öèêëîòðîííîé. Ñìåíà íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ íàáëþäàëàñü â öåí-

òðàëüíîé ÿ÷åéêå óñòàíîâêè GAMMA-10 [31] è öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêå óñòàíîâêè

ÃÄË ñ íàêëîííîé èíæåêöèåé [40]. Òàêæå, îáðàùåíèå íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ

ïîëÿ àëüôâåíîâñêîé âîëíû îòìå÷àëîñü â ýêñïåðèìåíòàõ ñ öèëèíäðè÷åñêèì

ñòîëáîì àðãîíîâîé ïëàçìû [5].
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Ãëàâà 3

Íåëèíåéíîå íàñûùåíèå àëüôâåíîâñêîé

èîííî-öèêëîòðîííîé íåóñòîé÷èâîñòè

3.1. Êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé

Âëàñîâà-Ìàêñâåëëà äëÿ àëüôâåíîâñêîé âîëíû

Ðàññìîòðèì ñïèðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Âëàñîâà-

Ìàêñâåëëà [34]. Ïîä ñïèðàëüíîé ñèììåòðèåé ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òà-

êîãî ïîñòîÿííîãî âåêòîðà ~k è ïîñòîÿííîé ω, ÷òî ïîëÿ è ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ÷àñòèö íå èçìåíÿþòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì ñäâèãå â ïðîñòðàíñòâå è ïî

âðåìåíè íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð δ~r, è ïðîìåæóòîê δt, è ïîâîðîòå âîêðóã

~k íà óãîë δψ = ~k · δ~r − ωδt. Ââåäåì îïåðàòîð ïîâîðîòà R̂, äåéñòâóþùèé

ïî ïðàâèëó R̂~V = V‖~k/k + cos(δψ)~V⊥ + sin(δψ)~k × ~V⊥/k, ãäå V‖ = ~V · ~k/k,
~V⊥ = ~V − V‖~k/k. Óñëîâèå ñïèðàëüíîé ñèììåòðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ~V (~r, t)

ìîæíî ôîðìàëüíî çàïèñàòü â âèäå ~V (~r, t) = R̂~V (~r + δ~r, t + δt). Ïîëîæèâ

δ~r = −~r, δt = −t, íàéäåì îáùèé âèä ñïèðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî âåêòîðíîãî

ïîëÿ ~V (~r, t) = V0‖~k/k + cos(~k · ~r − ωt)~V0⊥ − sin(~k · ~r − ωt)~k × ~V0⊥/k, ãäå

~V0 = ~V (~r = 0, t = 0), V0‖ = ~k · ~V0/k, ~V0⊥ = ~V0 − V‖0~k/k.

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îðòîãîíàëüíî ~k. Òîãäà

ìîæíî âûáðàòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ðàâíûì íóëþ, à âåêòîðíûé ïîòåíöèàë

çàïèñàòü â âèäå

~A = ~A0 + w ~Aw, ~A0 =
B0

2
~r × ~ez, ~Aw =

B0

k
(~ex cos Ψ + ~ez × ~ex sin Ψ), (39)

ãäå ~ez = ~k/k, ~ex åñòü ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ~ez,

Ψ = ~k·~r−ωt. ~A0 åñòü ïîòåíöèàë îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ íàïðÿæåííî-
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ñòüþ B0, ~Aw îïèñûâàåò ïîëå âîëíû ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé, âðàùàþùåéñÿ

â èîííóþ ñòîðîíó ïðè ω > 0, w åñòü îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà âîëíû.

Äâèæåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ïîëÿõ (39) ðàññìàòðèâàëîñü âî ìíîãèõ

ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, â [4,27,28]. Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íèæå

ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå äèíàìèêè ÷àñòèöû ñ ìàññîéms è çàðÿäîì qs â ïîëå (39)

â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà, áëèçêîå ê äàííîìó â ðàáîòå [28].

Óäîáíî ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ ~p, ~r ê íîâûì èìïóëüñàì Pi = {µ, Py, Pz}

è êîîðäèíàòàì Qi = {θ, Y, Z}, îïðåäåëÿåìûì ïðåîáðàçîâàíèåì

µ =
(~p− qs ~A0/c)

2 − (~ez · ~p)2

2msΩs
, θ = − arctan

(
(~p− qs ~A0/c) · (~ez × ~ex)

(~p− qs ~A0/c) · ~ex

)
,

Py =
(
~p+

qs
c
~A0

)
· (~ez × ~ex), Y = − 1

msΩs

(
~p+

qs
c
~A0

)
· ~ex,

Pz = ~ez · ~p, Z = ~ez · ~r.(40)

Çäåñü Ωs = qsB0/(msc). Â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ïðåîáðàçîâàíèå (40)

åñòü ïðîñòî ïåðåõîä ê ìàãíèòíîìó ìîìåíòó, óãëó ëàðìîðîâñêîãî âðàùå-

íèÿ è êîîðäèíàòàì öåíòðà ëàðìîðîâñêîé îêðóæíîñòè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ïðåîáðàçîâàíèå (40) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êàíîíè÷íîñòè {Pi, Pj}~p,~r = 0,

{Qi, Qj}~p,~r = 0 è {Pi, Qj}~p,~r = δij, ãäå {a, b}~p,~r = ∂~pa · ∂~rb− ∂~ra · ∂~pb � ñêîáêè

Ïóàññîíà.

Ãàìèëüòîíèàí H(~p;~r) = (~p− qs ~A/c)2/(2ms) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ (40)

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

H(µ, Py, Pz; θ, Y, Z) = Ωsµ− w
Ωs

k

√
2µmsΩs cos(θ + kZ − ωt) +

P 2
z

2ms
. (41)

Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

F (M, P̃y, α; θ, Y, Z; t) = M̃(θ+ kZ−ωt+π) +ms(Ωs/k)(ω/Ωs− 1−α/2)Z +

P̃yY − msΩ
2
s(α/2 − ω/Ωci + 1)2t/(2k2) è îáåçðàçìåðèâ M̃ = ms(Ωs/k

2)M,
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H = ms(Ω
2
s/(2k

2))H, îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí â ôîðìå

H(M, P̃y, α; Φ, Ỹ , Z̃) =M2 − αM+ 2w
√

2M cos Φ, (42)

ñîâïàäàþùåé ñî âòîðûì ôóíäàìåíòàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì [28]. Îòìåòèì,

÷òî â òåðìèíàõ òåîðåìû Íåòåð ñîõðàíåíèå P̃y è Ỹ îòâå÷àåò èíâàðèàíòíîñòè

ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì ïîïåðåê ~k, ñîõðàíåíèå msΩ
2
sH/k2 +ω(P̃ 2

y +

m2
sΩ

2
sỸ

2)/(2msΩs) èmsΩsα/(2k)−k(P̃ 2
y +m2

sΩ
2
sỸ

2)/(2msΩs) � èíâàðèàíòîñòè

îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííûõ ïîâîðîòîâ âîêðóã ~k è ñäâèãîâ ñîîòâåòñòâåííî

ïî âðåìåíè è âäîëü ~k.

Îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ âòîðûì ôóíäàìåíòàëü-

íûì ãàìèëüòîíèàíîì, ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [28, 32]. Â ñëó÷àå α > 3w2/3

÷àñòèöû ðàçäåëÿþòñÿ íà îïåðåæàþùèå âîëíó (Φ̇ > 0, M > α/2), îòñòà-

þùèå îò âîëíû (Φ̇ < 0, M < α/2) è ðåçîíàíñíûå (ôàçà Φ îñöèëëèðóåò,

ðàñïîëàãàþòñÿ â îáëàñòè M ≈ α/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò kp‖/ms ≈ ω − Ωs).

Ïðè α < 3w2/3 ðàçëè÷èå ìåæäó òèïàìè ÷àñòèö ïðîïàäàåò (ñì. ðèñóíîê 17).

Â ïðåäåëå âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû, w � 1, ïåðåìåííàÿ M ïðè äâè-

æåíèè ñëàáî îòêëîíÿåòñÿ îò M0 = M(Φ = π) = α/2 ±
√
H + α2/4. Â

ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì M â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì â

(42), è ãàìèëüòîíèàí ñâîäèòñÿ ê ãàìèëüòîíèàíó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíè-

êà, H ≈ −α2/4+(M−α/2)2 +2w
√

2M0 cos Φ. Îòñþäà ëåãêî íàéòè îáëàñòü,

çàíÿòóþ ðåçîíàíñíûìè ÷àñòèöàìè: −2w
√

2M0 < H+α2/4 < 2w
√

2M0, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò (~k~v − ω + Ωs)
2 < 2wΩskv⊥, ãäå v‖ è v⊥ åñòü ñêîðîñòè ÷àñòèöû

âäîëü è ïîïåðåê âåêòîðà ~k. Êðîìå òîãî, âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå âîëíû ìàëîé àì-

ïëèòóäû ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî ðåçîíàíñíîé òðàåêòîðèè ïîðÿäêà (
√
wΩci)

−1,

ïî íåðåçîíàíñíîé � ïîðÿäêà Ω−1
ci .

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóþòñÿ è ëþ-

áàÿ ôóíêöèÿ îò èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò áåññòîëêíîâèòåëüíîìó
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Ðèñ. 17: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ãàìèëüòîíèàíà (42). Ïî ãîðèçîíòàëè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ

w−1/3
√
M/2 cos Φ, ïî âåðòèêàëè � çíà÷åíèÿ w−1/3

√
M/2 sin Φ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ñåïà-

ðàòðèñà, ïóíêòèð � çàõâà÷åííûå ÷àñòèöû, øòðèõïóíêòèð � îïåðåæàþùèå âîëíó, òî÷êè �

îòñòàþùèå îò âîëíû.

óðàâíåíèþ Âëàñîâà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðåáîâàíèå ñïèðàëüíîé ñèììåòðè÷-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ f(~r, t, ~v) = f(~r+δ~r, t+

δt, R̂~v), êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δ~r è δt. Ïîëîæèâ

δ~r = −~r, δt = −t, ìîæíî âèäåòü, ÷òî ñïèðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò îïðåäåëåííîé êîìáèíàöèè ñêîðîñòåé è

êîîðäèíàò, f(~r, t, ~v) = f(~V ), ãäå ~V = v‖~k/k + cos(~k · ~r − ωt)~v⊥ − sin(~k · ~r −

ωt)~k×~v⊥/k, v‖ = ~k ·~v/k, ~v⊥ = ~v− v‖~k/k. ~V åñòü ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ñèñòåìå

îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã ~k ñ ÷àñòîòîé ω. Ñïèðàëüíûå ñêîðîñòè âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå ãàìèëüòîíèàíà (42) ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ

~V = {−(
√

2M cos Φ+w)~ex+
√

2M sin Φ~ez×~ex+(M−α/2+ω/Ωs−1)~ez}Ωs/k,

ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ d3V = (Ω3
s/(2k

3))dαdMdΦ.

Äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü òîëüêî ÷åðåç êîìïîíåíòû ~V ,

à èìåííî α = −2(~k · ~V − ω + Ωs)/Ωs + (k~V⊥ + wΩs~ex)
2/Ω2

s è H = (k~V⊥ +

wΩs~ex)
2{4(~k · ~V −ω+Ωs)Ωs−(k~V⊥+wΩs~ex)

2}/(4Ω4
s)−2w(k~ex · ~V⊥+wΩs)/Ωs.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé äðóãîé ñïèðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé èíòåãðàë äâè-

æåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü òîëüêî ÷åðåç H è α. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò
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èç ñâÿçè ìåæäó ~V è ïåðåìåííûìè ãàìèëüòîíèàíà (42), ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ

òîëüêî ñïèðàëüíûõ ñêîðîñòåé âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ïåðåìåííûåM, Φ è

α. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé èíòåãðàë äâèæåíèÿ I çàâèñèò òîëüêî îòM, Φ è α.

Ïîñêîëüêó ñêîáêà Ïóàññîíà I ñ ãàìèëüòîíèàíîì ðàâíà íóëþ, I(M,Φ, α) óäî-

âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2M−α+2w cos Φ/
√

2M)∂ΦI+2w
√

2M sin Φ∂MI = 0

ñ ðåøåíèåì I = g(M2 − αM + 2w
√

2M cos Φ, α) = g(H, α), ãäå g � ïðîèç-

âîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Îêîí÷àòåëüíî, íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òîêè â ïëàçìå ïîðîæ-

äàþò ïîëÿ (39). Ïîäñòàâèì ïîëÿ (39) è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö

Fs(Hs, αs) â óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà c∇× ~B−∂t ~E = 4π~j = 4π
∑

s qsns
∫
~vFsd3v

(ñ÷èòàåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé íà åäèíèöó,
∫
Fsd3V =

(Ω3
s/(2k

3))
∫
FsdαdMdΦ = 1), òîãäà

wB0(c
2k2 − ω2)(cos Ψ~ex + sin Ψ~ez × ~ex) =

= 4πkc
∑
s

nsqs

∫ (
V‖~ez + cos Ψ~V⊥ + sin Ψ~ez × ~V⊥

)
Fs(H, α)d3V,

w(k2c2 − ω2)~ex = 4πkc
∑
s

qsns
B0

∫
~V Fs(H, α)d3V =

∑
s

ω2
psk

Ωs

∫
~V Fsd3V. (43)

Çäåñü ωps = (4πnsq
2
s/ms)

1/2 � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà äëÿ ÷àñòèö ñîðòà s.

Âîçüìåì ïðîåêöèè óðàâíåíèÿ (43) íà âåêòîðà ~ex è ~ez (ïîñêîëüêó H è

α ÷åòíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò êîìáèíàöèè (~ez × ~ex) · ~V , ïðîåêöèÿ íà ~ez × ~ex
äàñò òîæäåñòâî). Òàêæå ó÷òåì íåéòðàëüíîñòü ïëàçìû (ïîñêîëüêó ñïèðàëüíî-

ñèììåòðè÷íîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå áåçäèâåðãåíòíî) è ïîëîæèì ñóììàðíûé
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ïðîäîëüíûé èìïóëüñ ÷àñòèö ïëàçìû ðàâíûì íóëþ. Òîãäà

w(k2c2 − ω2) = −
∑
s

ω2
ps

(
〈
√

2M cos Φ〉s + w
)
,∑

s

ω2
ps (〈M− α/2〉s + ω/Ωs − 1) = 0,∑

s

qsns = 0 =
∑
s

ω2
ps/Ωs,

∑
s

(Ωs〈M− α/2〉s + ω − Ωs) = 0. (44)

Óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fs:

〈G(Φ,M, α)〉s =
∫
GFsdαdMdΦ/

∫
FsdαdMdΦ.

Ñ÷èòàåì ïëàçìó ñîñòîÿùåé èç îäíîãî ñîðòà îäíîçàðÿäíûõ èîíîâ è ýëåê-

òðîíîâ. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (44) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

ω = Ωi (1− 〈M− α/2〉i) , k2 =
ω2

c2
−
ω2
pi

c2

∑
s=i,e

mi

ms

(
w−1〈

√
2M cos Φ〉s + 1

)
.(45)

Ïðè çàäàííûõ ñïèðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ

èîíîâ è ýëåêòðîíîâ ñîîòíîøåíèÿ (45) çàäàþò çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû è âîëíî-

âîãî âåêòîðà îò àìïëèòóäû âîëíû. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå w = 0 èç äèñïåðñèîí-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ âîëí îòáèðàþòñÿ òàêèå ω è k, äëÿ êîòîðûõ

çàòóõàíèå Ëàíäàó íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèöàõ îáðàùàåòñÿ â íóëü.

3.2. Ìîäåëè ïëàçìû ñ èíæåêöèåé

3.2.1. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîãî íàñûùåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîääåðæè-

âàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå îäíîðîäíîé ïëàçìû ñ èíæåêöèåé íåéòðàëü-

íûõ àòîìîâ, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé

ïðîèçâîëüíîé àìïëèòóäû. Ôàêòîðû, íàðóøàþùèå ñïèðàëüíóþ ñèììåòðèþ

(èíæåêöèÿ, ïåðåçàðÿäêà íà íåéòðàëüíûõ ïó÷êàõ, òîðìîæåíèå íà ýëåêòðî-

íàõ) ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè, òàê ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ ïðèáëèæåí-
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íî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (42) H è α.

Ó÷åò ñëàáî íàðóøàþùèõ ñèììåòðèþ ôàêòîðîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîí-

êðåòíîå çàñåëåíèå ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ è íàéòè

ïàðàìåòðû âîëíû ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé (45) [35].

Ìîæíî îöåíèòü âêëàäû ðåçîíàíñíûõ è íåðåçîíàíñíûõ èîíîâ â ñðåä-

íèå â ñîîòíîøåíèÿõ (45) â ñëó÷àå âîëíû ìàëîé íî êîíå÷íîé àìïëèòóäû.

Ñ÷èòàåì, ÷òî îñíîâíûå ïîòåðè èîíîâ ñâÿçàíû ñ ïåðåçàðÿäêîé íà àòîìàð-

íûõ ïó÷êàõ, ïðè ýòîì ïëîòíîñòü èîíîâ ni ∼ τexJinj, ãäå Jinj � ìîùíîñòü

èíæåêöèè (÷èñëî èîíîâ, ïîÿâëÿþùèõñÿ â åäèíèöó âðåìåíè â åäèíèöå îáúå-

ìà), τex � âðåìÿ ïåðåçàðÿäêè. Èç âûðàæåíèÿ äëÿ âòîðîãî ôóíäàìåíòàëü-

íîãî ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî îöåíèòü ãðàíèöû çàíÿòîé ðåçîíàíñíûìè ÷à-

ñòèöàìè îáëàñòè: (ω − Ωci − kv‖)
2 < wkv⊥Ωci. Èç ðèñóíêà 17 ìîæíî âè-

äåòü, ÷òî â ñëó÷àå w � 1 äëÿ ðåçîíàíñíûõ èîíîâ ñðåäíåå ïî òðàåêòîðèè
√

2M cos Φ ∼
√
M ∼ kv⊥/Ωci. Ó ýëåêòðîíîâ è íåðåçîíàíñíûõ èîíîâ ïðè äâè-

æåíèè ïî òðàåêòîðèèM îòêëîíÿåòñÿ îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ íà âåëè÷èíó

ïîðÿäêà w, ïîýòîìó äëÿ íèõ
√

2M cos Φ ∼ w. Êàê îòìå÷àëîñü â ïåðâûõ äâóõ

ãëàâàõ, ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ñâÿçàíî ñ îáìåíîì ýíåðãèåé ìåæäó âîëíîé

è ðåçîíàíñíûìè ÷àñòèöàìè, ïîýòîìó ïàðàìåòðû âîëíû äîëæíû äîïóñêàòü

çàõâàò èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö íà ðåçîíàíñíûå òðàåêòîðèè, ÷òî ïîçâîëÿåò

îöåíèòü ÷àñòîòó âîëíû. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîé èíæåêöèè, êîãäà ïðîäîëüíàÿ

ñêîðîñòü èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö ìíîãî ìåíüøå ïîïåðå÷íîé, âîçìîæíû äâà

ñëó÷àÿ.

Åñëè óãëîâîé ðàçáðîñ èíæåêöèè ∆v‖inj/v⊥inj ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ øè-

ðèíîé ðåçîíàíñíîé òðàåêòîðèè, ∆v2
‖inj/v

2
⊥inj � wkv⊥inj/Ωci, òî áîëüøèí-

ñòâî èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö çàõâàòûâàåòñÿ âîëíîé. Ïðè ýòîì ìîæíî ïðå-

íåáðå÷ü âêëàäîì íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö â ñðåäíåå îò ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ.

Òîãäà 〈
√

2M cos Φ〉i ∼ kv⊥inj/Ωci, óñëîâèå çàõâàòà íà ðåçîíàíñíûå òðàåêòî-
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ðèè èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö ñ v‖inj = 0 ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà ÷àñòîòó

(ω−Ωci)
2 < wkv⊥injΩci. Îêîí÷àòåëüíî, ïðåíåáðåãàÿ âêëàäîì ýëåêòðîíîâ, èç

ñîîòíîøåíèé (45) íàéäåì ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäîé âîëíû è ìîùíîñòüþ èí-

æåêöèè w ∼ β/(kρ⊥), ãäå β = τexJinj(miv
2
⊥inj/2)/B2

0 åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà

îòíîøåíèÿ äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à ρ⊥ = v⊥inj/Ωci

� ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ.

Â îáðàòíîì ñëó÷àå ∆v2
‖inj/v

2
⊥inj � wkv⊥inj/Ωci ðåçîíàíñíûå òðàåêòî-

ðèè ïîïàäàþò â îáëàñòü èíæåêöèè ïðè (ω − Ωci − k∆v‖inj)
2 < wkv⊥injΩci.

Äîëþ ðåçîíàíñíûõ èîíîâ ìîæíî îöåíèòü êàê îòíîøåíèå øèðèíû ðåçîíàíñ-

íîé òðàåêòîðèè ê ðàçáðîñó èíæåêöèè ïî ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè, nres/n ∼

(wv⊥injΩci/k)1/2/∆v‖inj, ïðè ýòîì èõ âêëàä â ïîïåðå÷íûé òîê óìåíüøàåòñÿ â

nres/n ðàç. Êðîìå òîãî, ýòîò âêëàä ÷àñòè÷íî êîìïåíñèðóåòñÿ âêëàäîì íåðå-

çîíàíñíûõ èîíîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå øèðîêîé èíæåêöèè àìïëèòóäà

âîëíû ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óçêîé.

Â ðåàëüíûõ ëîâóøêàõ â îáëàñòè ãåíåðàöèè âîçáóæäàåòñÿ ñòîÿ÷àÿ âîë-

íà, êîòîðóþ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñóììó äâóõ áåãóùèõ. Îäíîé èç áåãóùèõ

âîëí â ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè ïðåíåáðåãàåòñÿ. Ïî-âèäèìîìó, òàêîå ïðåíå-

áðåæåíèå ñïðàâåäëèâî, ïîêà ðåçîíàíñíûå îáëàñòè îáåèõ âîëí (v‖ ± (ω −

Ωci)/k)2 < wkv⊥/Ωci íàõîäÿòñÿ äàëåêî äðóã îò äðóãà, (ω/Ωci − 1)2 �

wkv⊥inj/Ωci. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äâèæåíèå çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè èîíîâ ìîæåò

îêàçàòüñÿ õàîòè÷åñêèì, ÷òî ñâÿçàííî ñ ïåðåêðûòèåì ðåçîíàíñîâ. Óñëîâèå îò-

äàëåííîñòè ðåçîíàíñîâ ìîæåò íàðóøàòüñÿ äëÿ êðàéíå óçêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ ïî óãëó ïðè íîðìàëüíîé èíæåêöèè, è ñ áîëüøèì çà-

ïàñîì âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå íàêëîííîé èíæåêöèè.
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3.2.2. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ èîíîâ

Ðàññìîòðèì, êàê âëèÿåò íåëèíåéíàÿ àëüôâåíîâñêàÿ âîëíà íà ðàñïðå-

äåëåíèå èîíîâ ïëàçìû. Ïóñòü â îäíîðîäíîé ïëàçìå ñ èíæåêöèåé áûñòðûõ

àòîìîâ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ñ ïîëåì (39). Èñïîëüçó-

åòñÿ ñëåäóþùåå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ èîíîâ

df

dt
≡ ∂fi

∂t
+ {(~p− e

~A/c)2

2mi
, fi}~p,~r =

1

τd

∂

∂vα
(vαfi)−

fi
τex
− νL(~v)fi + S(~v), (46)

ãäå ~v = (~p − e ~A/c)/mi, S åñòü èñòî÷íèê èîíîâ, îïðåäåëÿåìûé èíæåêöèåé,

τd = 3miT
3/2
e /(4

√
2πmeΛe

4ne) � âðåìÿ òîðìîæåíèÿ èîíîâ íà ýëåêòðîíàõ,

τex � âðåìÿ ïîòåðü èîíîâ çà ñ÷åò ïåðåçàðÿäêè íà àòîìàðíûõ ïó÷êàõ, νL îò-

ëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â êîíóñå ïîòåðü è ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ

îáðàòíûì âðåìåíåì ïðîëåòà èîíà ÷åðåç ëîâóøêó, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ~A

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåííèþ Ìàêñâåëëà ∂2
t
~A/c2 − ∆ ~A +∇(∇ · ~A) = 4π~j/c =

(4π/c)
∑

s

∫
d3p~vfs. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ óãëîâîãî ðàññåÿíèÿ èç-çà èîí-

èîííûõ ñòîëêíîâåíèé âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì òîðìîæåíèÿ íà ýëåê-

òðîíàõ, ïîýòîìó â óðàâíåíèè (46) ïðåíåáðåãàåòñÿ ñëàãàåìûì, îïèñûâàþùèì

ñòîëêíîâèòåëüíóþ äèôôóçèþ ïî ïèò÷-óãëó.

Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ ôàçîâîãî ðàçìåøèâàíèÿ

÷àñòèö âîëíîé τw ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè îñòàëü-

íûõ ïðîöåññîâ (ïåðåçàðÿäêà, òîðìîæåíèå è ò.ä.). Äëÿ íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö

τw ∼ 1/Ωci è äàííîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ñ áîëüøèì çàïàñîì, äëÿ ðåçî-

íàíñíûõ τw ∼
√
w/Ωci, è óñëîâèå τw � τd, τex, . . . âûïîëíÿåòñÿ â øèðîêîì

äèàïàçîíå àìïëèòóä. Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (46) êàê ìàëóþ ïîïðàâêó è èñïîëüçî-

âàòü äëÿ ðåøåíèÿ ìåòîä óñðåäíåíèÿ.

Â óðàâíåíèè (46) ìîæíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííûì ãàìèëüòîíèàíà (42).
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Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, ïðåíåáðåãàÿ ïðàâîé ÷àñòüþ, ïîëó÷èì áåññòîëêíî-

âèòåëüíîå óðàâíåíèå Âëàñîâà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-

öèÿ îò α è H, ïðè ýòîì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ðàâåí ~A = ~A0 + w ~Aw, ãäå

~A0 è ~Aw îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (39), à ïàðàìåòðû âîëíû ìîæíî íàéòè

èç óñëîâèé (45). Ó÷åò ïðàâîé ÷àñòè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîíêðåòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå èîíîâ ïî èíâàðèàíòíûì òîðàì. Çàïèøåì ðåøåíèå è âåêòîðíûé

ïîòåíöèàë â âèäå fi = Fi(H, α) + δfi(~r,~v, t) è ~A = ~A0 + w ~Aw + δ ~A, ãäå

δA ∼ (τw/τd)(A0 + wAw), δfi ∼ (τw/τd)Fi. Óñðåäíèì óðàâíåíèå (46) ïî òðà-

åêòîðèè äâèæåíèÿ, òîãäà â ëåâîé ÷àñòè îñòàíóòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå ïîðÿäêà

(τw/τd)
2. Îòáðîñèâ êâàäðàòè÷íûå ïî τw/τd ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà

Fi(H, α):

1

τd

(
A∂Fi
∂α

+ B∂Fi
∂H

)
+

(
3

τd
− 1

τex
− νL

)
Fi + S(H, α) = 0, (47)

ãäå

A = Vβ
∂α

∂Vβ
= α +H− 2

ω

Ωci
+ 2 + (2 + α)M−M2,

B = Vβ
∂H
∂Vβ

=
(

1− α

2

)
H− 1

2

(
(2 + α)2 − 4

ω

Ωci

)
M+

(
1 +

α

2

)
M2 + 2w2.(48)

Çäåñü ÷åðòà îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ïðè äàííûõ α è H,

G =
∮
G(∂H/∂M)−1dΦ/

∮
(∂H/∂M)−1dΦ.

Äëÿ δ-îáðàçíîãî èñòî÷íèêà S = S0δ(H − Hinj)δ(α − αinj) è νL = 0

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (47) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Fi(H, α) =
τdS0H(αinj − α)δ(H− ĥ(α))

A(Hinj, αinj)
e
−(3−τd/τex)

∫ α
αinj

da/A(ĥ(a),a)
, (49)

ãäå ôóíêöèÿ ĥ(α) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ õàðàêòåðèñòèê

dĥ

da
=
B(ĥ, a)

A(ĥ, a)
(50)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ĥ(αinj) = Hinj.

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèèM(H, α) èM2(H, α) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýë-

ëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû îò êîðíåé óðàâíåíèÿ 8w2M− (H+αM−M2)2 = 0,

è óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê (50), ïî-âèäèìîìó, íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ. Â ïðàêòè÷åñêè âàæíîì ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû âîëíû w � 1,

êîòîðûé è ðåàëèçóåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü

íàéäåíî. Ðåøåíèå ïî-ðàçíîìó âûãëÿòèò â îáëàñòÿõ ðåçîíàíñíûõ è íåðåçî-

íàíñíûõ ÷àñòèö.

Äëÿ íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ íóëåâûì ïî w ïðè-

áëèæåíèåì, ñ÷èòàÿ ÷òî âîëíà íå âëèÿåò íà èõ ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü îòëè÷èåì ìîìåíòàM îòM0 =M(Φ = π) = α/2±
√
H + α2/4,

M =M0 + O(w2) èM2 =M2
0 + O(w2). Óäîáíî çàïèñàòü óðàâíåíèå õàðàê-

òåðèñòèê (50) â ïåðåìåííûõM0, α: dM0/dα = (B/A+M0)/(2M0−α). Åãî

ðåøåíèå (M0−α/2 +ω/Ωs− 1)/
√
M0 = const ñîîòâåòñòâóåò V‖/V⊥ = const

è îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî èç-çà ïðåíåáðåæåíèÿ ñòîëêíîâèòåëüíûì ðàññåÿ-

íèåì è âîçäåéñòâèåì âîëíû ïèò÷-óãîë íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö íå ìåíÿåòñÿ.

Â îáëàñòè íåçàõâà÷åííûõ ÷àñòèö ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (47) ñ

δ-îáðàçíûì èñòî÷íèêîì èìååò âèä

F(H, α,Hinj, αinj) =
τdS0H(Minj −M0)

2Minj
(M0/Minj)

τd/(2τex)−3/2 ×

×δ
(√
Minj/M0(α− 2(M0 + ω/Ωci − 1))− 2kV‖/Ωci

)
+O(w2), (51)

ãäå V‖ = (Minj − α/2 + ω/Ωci − 1)Ωci/k � ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü èíæåêöèè,

Minj = αinj ±
√
Hinj + α2

inj/4. Â ïðîöåññå òîðìîæåíèÿ íà ýëåêòðîíàõ íåçà-

õâà÷åííûå ÷àñòèöû íå ìîãóò ïîïàñòü â êîíóñ ïîòåðü è ïîêèäàþò ïëàçìó

òîëüêî çà ñ÷åò ïåðåçàðÿäêè.

Ïîñêîëüêó äëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà ïðè w � 1
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ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ −2w
√
α < H + α2/4 < 2w

√
α, äëÿ îïèñàíèÿ õàðàêòå-

ðèñòèê óäîáíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ h ñîãëàñíî H = −α2/4 + 2w
√
αh.

Ñðåäíåå ïî ïåðèîäó äâèæåíèÿ îòM èM2 ðàâíî (ñì. Ïðèëîæåíèå 3)

M =
α

2
+

w√
α

(
2
E(h/2 + 1/2)

K(h/2 + 1/2)
− 1

)
+O(w2),

M2 =
α2

4
+ w
√
α

(
6
E(h/2 + 1/2)

K(h/2 + 1/2)
+ 2h− 3

)
+O(w2), (52)

ãäå K(x) è E(x) � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê â îáëàñòè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö

dh

dα
= − 1

2α

ω/Ωci − 1 + α

ω/Ωci − 1− α

(
2
E(h/2 + 1/2)

K(h/2 + 1/2)
+ h− 1

)
(53)

èìååò ðåøåíèå G(h)α/(ω/Ωci − 1 − α)2 = Const, ãäå G(x) = {2E(x/2 +

1/2)− (1− x)K(x/2 + 1/2)}4. Ïðè èçìåíåíèè h îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äî

çíà÷åíèÿ íà ñåïàðàòðèñå h = 1 ïåðåìåííàÿ α (êîòîðîÿ äëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷à-

ñòèö ïðè w � 1 ïðîïîðöèîíàëüíà ïîïåðå÷íîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè) ìîæåò

ñóùåñòâåííî óìåíüøèòüñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ α äëÿ èíæåêòèðîâàííûõ ÷àñòèö.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè òîðìîæåíèè íà ýëåêòðîíàõ çàõâà÷åííûå èîíû òåðÿþò

çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ïîïåðå÷íîé ýíåðãèè, ïðåæäå ÷åì âûéäóò èç ðåçîíàíñà

ñ âîëíîé. Ïðè ýòîì, ÷åì áëèæå ÷àñòîòà âîëíû ê èîííîé öèêëîòðîííîé, òåì

ìåäëåííåå èîíû âûõîäÿò èç ðåçîíàíñà.

Â îáëàñòè ðåçîíàíñíûõ èîíîâ ðåøåíèå ñ δ-îáðàçíûì èñòî÷íèêîì S =

S0δ(α− αinj)δ(h− hinj) èìååò âèä

F(h, α, hinj, αinj) =
τdS0H(αinj − α)G′(hinj)

2(αinj − ω/Ωci + 1)

(α− ω/Ωci + 1)τd/(2τex)−3/2

(αinj − ω/Ωci + 1)τd/(2τex)−3/2
×

×δ
(
G(h)(α/αinj)(ω/Ωci − 1− αinj)2/(ω/Ωci − 1− α)2 −G(hinj)

)
+O(w).(54)
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3.2.3. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ

Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû ñ ω ∼ Ωci � Ωce ïîäàâëÿþùåå áîëüøèí-

ñòâî ýëåêòðîíîâ íàõîäèòñÿ äàëåêî îò îáëàñòè öèêëîòðîííîãî ðåçîíàíñà. Òàê-

æå, ñ÷èòàåì ÷òî òåìïåðàòóðà ýëåêòðîíîâ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé èí-

æåêöèè. Âìåñòå ñ ïðåäïîëîæåíèåì ÷òî ñêîðîñòü èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ ïðè-

áëèæåííî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ öèêëîòðîííîãî ðåçîíàíñà ýòî ïîçâîëÿåò

îöåíèòü ñðåäíþþ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ v2
e � (me/mi)

2(ω−Ωci)
2/k2 ∼ Ω2

ce/k
2

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ

áëèçêà ê ìàêñâåëëîâñêîé exp(−v2/v2
T ) = exp(−{H + (α/2 − ω/Ωce + 1)2 +

2Mω/Ωce}Ω2
ce/(k

2v2
T )). Ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûì 2Mω/Ωce, íàõîäèì ñðåäíèå

îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ w〈
√

2M cos Φ〉e + 1 = ω/(ω − Ωce) ≈ −ω/Ωce

è 〈M − α/2〉e = 1 − ω/Ωce. Ïîäñòàâëÿÿ â çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ (45),

ïîëó÷èì

ω = Ωci(1− 〈M− α/2〉i), k2 =
ω2
pi

c2

(
ω/Ωci − 1− w−1〈

√
2M cos Φ〉i

)
. (55)

3.2.4. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ íîðìàëüíîé èíæåêöèè áåç

óãëîâîãî ðàçáðîñà

Ïîñòðîèì ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå äëÿ âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû â

ñëó÷àå êîãäà ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö ðàâíà íóëþ, à ðàç-

áðîñ ïî ýíåðãèè è óãëó ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ èçìåíåíèåì ñêîðîñòè ÷àñòèöû

â ïîëå âîëíû. Êàê îòìå÷àëîñü â ïóíêòàõ 2.1 è 3.1, ðàçâèòèå ÀÈÖ íåóñòîé-

÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåøèâàíèåì ðåçîíàíñíûõ èîíîâ íà âîçìóùåííûõ

òðàåêòîðèÿõ, ïîýòîìó ïàðàìåòðû âîëíû äîëæíû äîïóñêàòü çàõâàò èíæåê-

òèðóåìûõ èîíîâ íà ðåçîíàíñíûå òðàåêòîðèè. Èç òðåáîâàíèÿ ê ñêîðîñòè ðå-

çîíàíñíûõ èîíîâ (ω − Ωci − k‖v‖)2 < 2wΩcikv⊥ ñëåäóåò, ÷òî èíæåêòèðóåìûå

÷àñòèöû ìîãóò çàõâàòûâàòüñÿ âîëíîé ëèøü åñëè åå ÷àñòîòà ñëàáî îòëè÷àåòñÿ
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îò èîííîé-öèêëîòðîííîé, (ω − Ωci)
2 < 2wΩcikv⊥inj. Îòìåòèì, ÷òî ïðåíåáðå-

æåíèå áåãóùåé íàâñòðå÷ó âîëíîé â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ íåêîððåêòíûì,

ïîñêîëüêó ðåçîíàíñíûå îáëàñòè îáåèõ âîëí ïåðåêðûâàþòñÿ. Òåì íå ìåíåå,

ïðèâîäèìîå íèæå ðåøåíèå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ìåòîäîëîãè÷åñêèé èíòåðåñ,

ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ è

ñâÿçàòü ïàðàìåòðû âîëíû ñ ïàðàìåòðàìè èíæåêöèè. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâ-

ëåííîå ðåøåíèå èìååò ñìûñë â çàäà÷å î ðàâíîâåñèè âîëíû ñ ïëàçìîé, êîãäà

ãåíåðàöèÿ âîëíû ïðîèñõîäèò âíå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Òàêæå, ðåøåíèå

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëåííûõ êîäîâ.

Âûáåðåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà â âèäå S = Jinjδ(v‖)δ(v
2
⊥−

v2
⊥inj)/π = Jinjδ(M− α/2 + ω/Ωci − 1)δ(H + α2/4 − (M− α/2 − 1)2 + α +

1 +w2 − k2v2
⊥inj/Ω

2
ci)k

3/(πΩ3
ci), ãäå Jinj åñòü ÷èñëî èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö â

åäèíèöó âðåìåíè â åäèíèöó îáúåìà, è óñðåäíèì ïî òðàåêòîðèè ðåçîíàíñíîãî

èîíà:

S =
1

T

Mmax∫
Mmin

S
(
−∂H
∂Φ

)−1

dM =
2

T

Mmax∫
Mmin

SdM√
8w2M− (H−M2 + αM)2

=

=
Jinj
T

2k3

πΩ3
ci

δ(H + α2/4 + α + 1− ω2/Ω2
ci − k2v2

⊥inj/Ω
2
ci)√

8w2(α/2− ω/Ωci + 1)− (H + α2/4− (ω/Ωci − 1)2)2
×

×H(α/2− ω/Ωci + 1−Mmin)H(Mmax − α/2 + ω/Ωci − 1)(56)

Çäåñü H(x) åñòü ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäà äâèæåíèÿ

T ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè 3. Óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíóþ ñêîðîñòü èí-

æåêòèðóåìûõ ÷àñòèö u = kv⊥inj/Ωci è çàìåíèòü H = −α2/4 + 2w
√
αh,

ω = Ωci(1−
√
w∆ω):

S =
2Jinjk

3

πΩ3
ci

α1/4
√
w

8K(h/2 + 1/2)

δ(2w
√
αh+ α + 2

√
w∆ω − u2)

w
√

4α− (2
√
αh−∆ω2)2

×

×H(
√
w∆ω +

√
2wα1/4

√
1 + h)H(−

√
w∆ω +

√
2wα1/4

√
1 + h). (57)
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Âèäíî, ÷òî â îáëàñòè èíæåêöèè α îòëè÷àåòñÿ îò k2v2
⊥inj/Ω

2
ci íà ìàëóþ âå-

ëè÷èíó ïîðÿäêà
√
w. Ïðåíåáðåãàÿ ýòèì îòëè÷èåì, çàïèøåì èñòî÷íèê (57) â

âèäå ñóììû δ-îáðàçíûõ èñòî÷íèêîâ:

S =
Jinjk

3

8π
√
w
√
uΩ3

ci

1∫
−1

δ(h− hinj)δ(α− u2)

K(hinj/2 + 1/2)
√

1− (hinj −∆ω2/2u)2
dhinj. (58)

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö ñ δ-

îáðàçíûì èñòî÷íèêîì íàéäåíû â Ïðèëîæåíèè 4. Ïðîñóììèðîâàâ èõ ïî hinj,

íàéäåì ïëîòíîñòü ÷àñòèö â ëîâóøêå

ni =
Ω3
ci

2k3

∫
FdMdΦdα =

Jinjτex
π

1∫
−1

dhinj√
1− h2

inj

= Jinjτex, (59)

îòêëîíåíèå ñðåäíåé ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè èîíîâ îò 1− ω/Ωci

Ω3
ci

2k3

∫
(M− α/2)FdMdΦdα = wJinj

Ωci

kv⊥inj
τdF (τd/τex − 1), (60)

è ñðåäíèé ïîïåðå÷íûé òîê èîíîâ

Ω3
ci

2k3

∫ √
2M cos ΦFdMdΦdα = −Jinjτd

kv⊥inj
Ωci

F (τd/τex + 1). (61)

Çäåñü

F (x) =

1∫
0

dz√
z(1− z)

z∫
0

dy

π

2E(y)−K(y)

E(z)− (1− z)K(z)

(
E(y)− (1− y)K(y)

E(z)− (1− z)K(z)

)2x−1

(62)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (55), íàéäåì ÷àñòîòó è àìïëèòóäó

âîëíû:

ω = Ωci

(
1− w

kρ⊥

τd
τex
F (τd/τex − 1)

)
, w =

β̃

kρ⊥
F (τd/τex + 1), (63)

ãäå ρ⊥ = v⊥inj/Ωci åñòü ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ, à

β̃ = 8πτdJinj(miv
2
⊥inj/2)/B2

0 ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíî îòíîøåíèþ äàâ-

ëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Ðèñ. 18: Ãðàôèê ôóíêöèè F(x).

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå âûðàæåíèå â (63) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îöåí-

êó ñâåðõó äëÿ àìïëèòóäû âîëíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè óãëîâîãî

ðàçáðîñà èíæåêöèè, êàê îòìå÷àëîñü â ïóíêòå 4.2.1, àìïëèòóäà âîëíû óìåíü-

øàåòñÿ èç-çà óìåíüøåíèÿ äîëè ðåçîíàíñíûõ èîíîâ.

Ïîñêîëüêó â äàííîé ìîäåëè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âîëíû ñ ëþáûì âîë-

íîâûì ÷èñëîì, ïàðàìåòðû âîëíû îäíîçíà÷íî íå îïðåäåëÿþòñÿ. Åñëè èñêàòü

âîëíó ñ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäîé, òî íóæíî âûáèðàòü êàê ìîæíî ìåíüøèå

k. Â äàííîé ìîäåëè ñ ïðîñòðàíñòâåííî íåîãðàíè÷åííîé ïëàçìîé âîëíîâîå

÷èñëî ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëî, îäíàêî ðåàëüíàÿ ïëàçìà îãðàíè÷åíà,

è ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà âîëíû â íåé � ïîðÿäêà ðàçìåðîâ ïëàçìû. Ýòîò âûâîä

ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïåðâîé ãëàâû.

3.2.5. ×èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ èíæåêöèè ñ êîíå÷íûì óãëîâûì

ðàçáðîñîì

Óðàâíåíèÿ (55) è ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (49) äàþò âîçìîæ-

íîñòü ïîñòðîèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷è, ïîçâîëÿþ-

ùåå ïðè çàäàííûõ îòíîøåíèè τd/τex è âîëíîâîì âåêòîðå âîçìóùåíèÿ ñâÿçàòü

÷àñòîòó è àìïëèòóäó âîëíû ñ ýíåðãèåé è ìîùíîñòüþ èíæåêöèè. Ïðè ýòîì

àìïëèòóäà âîëíû è óãëîâîé ðàçáðîñ èíæåêöèè ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûå
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çíà÷åíèÿ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî èíæåêöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ìàãíèòíîìó

ïîëþ, è ïðåíåáðåãàåì ðàçáðîñîì èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ ïî ýíåðãèè. Äëÿ ÷èñ-

ëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóåòñÿ èñòî÷íèê S(v⊥, v‖) = JinjH(v2
inj−Av2

‖)δ(v
2
⊥+

v2
‖ − v2

inj)
√
A/(2πvinj) ãäå A åñòü àíèçîòðîïèÿ èíæåêöèè. Ââåäåì ÷àñòîòó

óõîäà â êîíóñ ïîòåðü νL = νlH(v‖ tan θl − v⊥). Ñ÷èòàåì ïàðàìåòðû âîë-

íû (àìïëèòóäó w, áåçðàçìåðíûå ÷àñòîòó ω/Ωci è âîëíîâîé âåêòîð kρ⊥ =

kvinj/Ωci) çàäàííûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè óñðåäíåííûå áåçðàçìåðíûé èñ-

òî÷íèê S(H, α)k3/(JinjΩ
3
ci) è ÷àñòîòó óõîäà â êîíóñ ïîòåðü νL(H, α). Ïðè-

áëèæåííî çàìåíèì óñðåäíåííûé èñòî÷íèê S ñóììîé δ-îáðàçíûõ èñòî÷íè-

êîâ, òîãäà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê (50)

íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ Fi(H, α) â âèäå ñóììû ðåøåíèé ñ δ-

îáðàçíûìè èñòî÷íèêàìè (49). ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè 〈M − α/2〉i, 〈
√

2M cos Φ〉i è ñâÿçü ìåæäó ïëîò-

íîñòüþ èîíîâ è ìîùíîñòüþ èíæåêöèè ni/(τdJinj) =
∫
FdMdΦdα. Âàðüè-

ðîâàíèåì ÷àñòîòû âîëíû ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ïåðâîìó óðàâíåíèþ â (55),

ïðè ýòîì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì áåçðàçìåðíóþ ìîùíîñòü èíæåêöèè,

β̃ ≡ 8πτdJinj(miv
2
inj/2)/B2

0 = k2ρ2
⊥(
∫
FdMdΦdα)−1(w−1〈−

√
2M cos Φ〉i −

〈M− α/2〉i)−1 íóæíóþ äëÿ ïîääåðæàíèÿ âîëíû ñ äàííîé àìïëèòóäîé.

Íà ðèñóíêå 19 ïîêàçàí ïðèìåð çàâèñèìîñòè ìîùíîñòè èíæåêöèè, íóæ-

íîé äëÿ ïîääåðæàíèÿ àìïëèòóäû âîëíû w = 10−3, è ÷àñòîòû âîëíû îò îòíî-

øåíèÿ τd/τex, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â ñëó÷àå óçêîé

èíæåêöèè (A � wΩci/(kvinj)) è èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (63). Âèäíî

õîðîøåå ñîâïàäåíèå â îáëàñòè, ãäå ïåðåçàðÿäêà ïðîèñõîäèò áûñòðî. Ðàñõîæ-

äåíèå â îáëàñòè τd ≈ τex îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ

íåêîððåêòíûì ñäåëàííîå â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè ïðåíåáðåæåíèå óõîäîì

èîíîâ â êîíóñ ïîòåðü.
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Ðèñ. 19: ×àñòîòà è β̃, ñîîòâåòñòâóþùåå àìïëèòóäå âîëíû w = 10−3 è kρ⊥ = 1. Ñïëîøíûå

êðèâûå � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, òî÷êè � ÷èñëåííîå.

Â ñëó÷àå òî÷å÷íîé èíæåêöèè àíèçîòðîïèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ðåçîíàíñíûõ òðàåêòîðèé. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåð îáëàñòè èíæåêöèè çíà-

÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàçìåð òðàåêòîðèé è àíèçîòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðà-

ìåòðàìè èíæåêöèè, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 20 íà ïëîñêîñòè V‖, V⊥. (Îò ïå-

ðåìåííûõ H, α ìîæíî ïåðåéòè ê ñïèðàëüíîé ñêîðîñòè ~V ; ïîñëå óñðåäíåíèÿ

ïî ôàçå arctan(~V · ~ex × ~ez/~V × ~ex) ìîæíî ïåðåéòè ê V‖, V⊥.) Òàêæå íà ðè-

ñóíêå 20 èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ íà

ðåçîíàíñíûõ òðàåêòîðèÿõ. Çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè ðåçîíàíñíûõ èîíîâ, ëè-

íèè óðîâíÿ áëèçêè ê ëèíèÿì óðîâíÿ ôóíêöèè H(1/A− v2
‖/v

2
⊥)H(v2

inj − v2
‖ −

v2
⊥)((v2

‖ + v2
⊥)/v2

inj)
τd/(2τex)−3/2, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (46) ïðè w = 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûìè â ïóíêòå 4.2.1 îöåíêàìè àìïëèòóäà âîëíû

(w = 10−4) îêàçàëàñü ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé âîëíû â ñëó÷àå òî-

÷å÷íîé èíæåêöèè ïðè òåõ æå β̃, τd/τex è kρ⊥ (w = 8.7 · 10−3), ÷òî ñâÿçàíî ñ

óìåíüøåíèåì äîëè ðåçîíàíñíûõ èîíîâ â ñëó÷àå øèðîêîé èíæåêöèè.

Íà ðèñóíêå 21 ïðèâåäåí ïðèìåð çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû âîëíû è áåçðàç-

ìåðíîé ìîùíîñòè èíæåêöèè, íóæíîé äëÿ ïîääåðæàíèÿ âîëíû ñ àìïëèòóäîé

w = 10−3, îò àíèçîòðîïèè èíæåêöèè. Ïðè óìåíüøåíèè àíèçîòðîïèè èíæåê-

öèè óáûâàåò äîëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö, èç-çà ÷åãî ðàâíîâåñèå âîëíû ñ ïëàç-

ìîé äîñòèãàåòñÿ ïðè áîëüøåé ìîùíîñòè èíæåêöèè.
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Ðèñ. 20: Ïðèìåð ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ñëó÷àå êîíå÷íîãî óãëîâîãî ðàç-

áðîñà èíæåêöèè. Âêëàä âñåõ (ñëåâà) è ðåçîíàíñíûõ (ñïðàâà) ÷àñòèö. Ñêîðîñòè èíæåêòè-

ðóåìûõ ÷àñòèö ïîêàçàíû ñåðîé êðèâîé, ãðàíèöà êîíóñà ïîòåðü � ïðÿìûìè. Ïàðàìåòðû:

kρ⊥ = 1, A = 100, β̃ = 0.054, τd = 2τex, θl = π/4, w = 10−4, ω = 0.976Ωci.
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Ðèñ. 21: Ïðèìåð çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîé ìîùíîñòè èíæåêöèè è ÷àñòîòû âîëíû îò

àíèçîòðîïèè èíæåêöèè. Ïàðàìåòðû: w = 10−3, τd = 2τex, θl = π/4, kρ⊥ = 1.

Íà ðèñóíêå 22 ïðèâåäåí ïðèìåð çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû è ÷àñòîòû âîë-

íû îò áåçðàçìåðíîé ìîùíîñòè èíæåêöèè, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ. Íåîäíîçíà÷íîñòü çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû îò ìîùíîñòè èíæåêöèè

ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò æåñòêîå âîçáóæäåíèå

íåóñòîé÷èâîñòè [21]. Îäíàêî òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà èëè îïðîâåðæåíèÿ äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ðàçâèòûå â äàííîì ðàçäåëå ìåòîäû îñòàâëÿþò ïðîèçâîë â âûáîðå ïà-

ðàìåòðîâ âîëíû, ñâÿçàííûé ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ âûáîðà âîëíîâîãî âåêòîðà,
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Ðèñ. 22: Ïðèìåð çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû è ÷àñòîòû âîëíû îò β̃. Ïàðàìåòðû: A = 100,

τd = 2τex, θl = π/4, kρ⊥ = 1.

âûçâàííîé îäíîðîäíîñòüþ ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå. Ðåàëüíî äëèíà âîë-

íû îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé ëîâóøêè (ðàçìåðàìè îáëàñòè ãåíåðàöèè) è íå

ìîæåò ïðåâûøàòü äëèíó ïëàçìû. Êðîìå òîãî, íåîäíîçíà÷íîñòü, âîçìîæíî,

ñíèìåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ íåëèíåéíûõ ðåøåíèé.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïðîñòðàíñòâåííîå

ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ïîëåé â ëîâóøêå ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíîé

áè-ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìîé. Ñîçäàí ÷èñëåííûé êîä äëÿ åãî ðåøåíèÿ.

Ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü ïîðîãîâîãî β⊥ è ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ íà ãðà-

íèöå ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè îò ïëîòíîñòè õîëîäíûõ èîíîâ è àíèçîòðî-

ïèè ïðè ïàðàìåòðàõ áëèçêèõ ê ïàðàìåòðàì êîìïàêòíîãî ïðîáêîòðîíà

ÃÄË. Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî áîëüøîé àíèçîòðîïèè íàéäåíî àíàëèòè÷å-

ñêîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åí íîâûé ñêåéëèíã ãðà-

íèöû óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûé ïðåäñêàçûâàåò á�îëüøóþ óñòîé÷èâîñòü ïî

ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ñêåéëèíãàìè. Ïîâûøåííàÿ óñòîé÷èâîñòü

ñâÿçàíà ñ îãðàíè÷åíèåì äëèíû âîëíû âîçìóùåíèÿ ðàçìåðîì àíèçî-

òðîïíîé ïëàçìû.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî â ëîâóøêå ñ íàêëîííîé èíæåêöèåé áûñòðûõ èîíîâ èí-

òåãðàëüíàÿ èíâåðñíàÿ çàñåëåííîñòü òðàåêòîðèé èîíîâ, íåîáõîäèìàÿ

äëÿ ðàçâèòèÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè, âîçíèêàåò òîëüêî íà òðàåêòîðè-

ÿõ èîíîâ, èìåþùèõ ýíåðãèþ áëèçêóþ ê ýíåðãèè èíæåêöèè. Ïîëó÷å-

íû îöåíêè ÷àñòîòû è âîëíîâîãî âåêòîðà íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ.

Ðàçðàáîòàí ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ, íàé-

äåííîé èç ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà, ïîçâî-

ëÿþùèé âûðàçèòü òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ÷åðåç àíà-

ëèòè÷åñêèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì è ïàðàìåòðàì âîëíû

ôóíêöèè. Ïîëó÷åíî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ó÷èòûâàþùåå ñîõðàíå-

íèå ïîïåðå÷íûõ àäèàáàòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ïðè èçìåíåíèè ïðîäîëü-



67

íûõ êîîðäèíàòû è âîëíîâîãî âåêòîðà. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ó÷åòà âëèÿ-

íèÿ ïîïåðå÷íîé íåîäíîðîäíîñòè íà ãðàíèöó óñòîé÷èâîñòè, îñíîâàííûé

íà óñðåäíåíèè ïîïåðå÷íîé îöåíêè Ïåðëñòåéíà-Áåðêà ïî ïðîäîëüíîé

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà. Ñîçäàí ÷èñëåííûé êîä äëÿ

ïîèñêà ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè è ðàñïðåäåëåíèé âîçìóùåíèé ïîëåé â

ðàìêàõ ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ â ïëàçìå ñ íàêëîííîé èíæåêöèåé áûñòðûõ

íåéòðàëüíûõ àòîìîâ è ñóùåñòâåííîé ïîïåðå÷íîé íåîäíîðîäíîñòüþ. Èñ-

ñëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè è ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ

îò ïàðàìåòðîâ èíæåöèè, ìèøåííîé ïëàçìû è ìàãíèòíîãî ïîëÿ â øèðî-

êîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, îõâàòûâàþùåé ïàðàìåòðû öåíòðàëüíîé ÿ÷åé-

êè ÃÄË.

3. Îïèñàí êëàññ òî÷íûõ ñïèðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé áåññòîëêíî-

âèòåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Âëàñîâà-Ìàêñâåëëà è ïðåäëîæåíà íî-

âàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ íåëèíåéíîãî íàñûùåíèÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâî-

ñòè. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå ðàññìîòðåòü âëèÿíèå íåëèíåé-

íîé ÀÈÖ âîëíû ïðîèçâîëüíîé àìïëèòóäû íà ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ èîíîâ â îòêðûòîé ëîâóøêå ñ èíæåêöèåé áûñòðûõ àòîìîâ â õîëîä-

íóþ ìèøåííóþ ïëàçìó. Ñîçäàí ÷èñëåííûé êîä äëÿ ïîèñêà ïàðàìåòðîâ

íåëèíåéíîãî íàñûùåíèÿ ÀÈÖ íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïàðà-

ìåòðàõ èíæåêöèè è ìèøåííîé ïëàçìû. Â ïðåäåëå âîëíû ìàëîé àìïëè-

òóäû íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ è ïîëó÷åíû àíàëèòè-

÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ÷àñòîòó è àìïëèòóäó ÀÈÖ âîëíû ñ

ïàðàìåòðàìè èíæåêöèè è ìèøåííîé ïëàçìû.
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Â çàêëþ÷åíèå ÿ õîòåë áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü âñåì, êòî ïîìîãàë

ìíå â ðàáîòå íàä äèññåðòàöèåé.

Ïðåæäå âñåãî, ÿ áëàãîäàðþ ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Þ.À. Öèäóë-

êî çà åãî ïîääåðæêó è òåðïåíèå.

Áëàãîäàðþ Ä.È. Ñêîâîðîäèíà, Ê.Â. Çàéöåâà è À.Ñ. Àðàê÷ååâà çà ðå-

ãóëÿðíûå ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Îòäåëüíóþ áëàãîäàðíîñòü õî÷ó âûðàçèòü

Â.Â. Ïðèõîäüêî, ïðî÷èòàâøåìó ÷åðíîâèê äèññåðòàöèè è âûñêàçàâøåìó ðÿä

çàìå÷àíèé, êîòîðûå ïîìîãëè åå óëó÷øèòü.

Áëàãîäàðþ È.À. Êîòåëüíèêîâà, Ä.À. Áåêëåìèøåâà, Ï.À. Áàãðÿíñêîãî,

À.À. Èâàíîâà, À.Â. Áóðäàêîâà, Â.Â. Ïðèõîäüêî, Ä.Â. Þðîâà, Ñ.Â. Ìóðàõ-

òèíà, Î.À. Êîðîáåéíèêîâó, À.Â. Àíèêååâà, Ì.Ñ. Êîðæàâèíó, Å.È. Ñîëäàòêè-

íó, À.Ë. Ñîëîìàõèíà, À.Â. Ñóäíèêîâà, Â.Â. Ïîñòóïàåâà, è âñåõ ñîòðóäíèêîâ

ïëàçìåííûõ ëàáîðàòîðèé ÈßÔ ÑÎ ÐÀÍ, ïðîÿâèâøèõ èíòåðåñ ê ìîåé ðàáîòå.

Òàêæå õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü À.Â. Ñóõàðåâà è ïåðñîíàë ñåðâåðà Stark çà

âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ðåñóðñû äàííîãî ñåðâåðà äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷å-

òîâ.

Áëàãîäàðþ ïðåïîäàâàòåëåé Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-

ñèòåòà çà ïîëó÷åííûå îò íèõ çíàíèÿ è óìåíèÿ, ïðèãîäèâøèåñÿ ïðè ðàáîòå

íàä äèññåðòàöèåé: À.È. ×åðíûõ, Ê.Â. Ëîòîâà, À.Ä. Áåêëåìèøåâà, Ä.À. Øà-

ïèðî, Å.Ã. Îáðàçîâñêîãî, È.Â. Òèìîôååâà, À.Â. Ðåçíè÷åíêî, È.Ô. Ãèíçáóðãà,

Â.Ã. ×åðíÿêà, Â.Ô. Äìèòðèåâà, À.È. Ìèëüøòåéíà, Â.À. Àëåêñàíäðîâà, Ò.Â.

Áóãóåâó.
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Ïðèëîæåíèå 1

Âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Âêëàä èîíîâ â G± ìîæíî ðàçáèòü íà ñóììó G
(i)
± = G

(i)
0 +G

(i)
1±+Gc±, ãäå

Gc± åñòü âêëàä õîëîäíûõ èîíîâ,

G
(i)
0 = −

∞∫
−∞

dz
ω2
pi(z)

2πω2
ei(k

′−k)z = −
ω2
pih

ω2

∞∫
−∞

dz

2πA

(
1 +

A− 1

1 +Az2/L2

)
ei(k

′−k)z =

= −
ω2
pih

ω2

1

2A3/2

(
2δ(∆k̆) + (A− 1)e−|∆k̆|

)
.(64)

Çäåñü ωpih åñòü ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ãîðÿ÷èõ èîíîâ â öåíòðå ëîâóøêè, ∆k̆ =

(k′−k)L/
√
A. ÂûðàæåíèåG(i)

1± ñîäåðæèò ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå, îòâåòñòâåí-

íûå çà ðàñêà÷êó íåóñòîé÷èâîñòè:

G
(i)
1± =

q2

ω2

∞∫
−∞

dz

∫
d3v{(vx ± ivy)e−ikz,F}~r,~p

0∫
−∞

dτ(v̆x ∓ iv̆y)eik
′z̆−iωτ =

=
q2

ω2T⊥

∞∫
−∞

dz

∫
d3vF{AE − (A− 1)E⊥, (vx ± ivy)e−ikz}~r,~p ×

×
0∫

−∞

dτ(v̆x ∓ iv̆y)eik
′z̆−iωτ =

q2

ω2T⊥

∞∫
−∞

dz

∫
d3v(vx ± ivy)e−ikzF ×

×
(
±Ωci(1 +Az2/L2)− Azvz

L2 + z2
+ iAkvz

) 0∫
−∞

dτ(v̆x ∓ iv̆y)eik
′z̆−iωτ =

=
iω2

pihm

4πω2T⊥nh0

∞∫
−∞

dz

∫
d3ve−ikz(vx ± ivy)F ×

×
(
Akvz ± Ωci(1 + z2/L2) + i

Azvz
L2 + z2

) 0∫
−∞

dτ(v̆x ∓ iv̆y)eik
′z̆−iωτ . (65)
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Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ v⊥ = Ωz

√
L2 + z2, z = Z cosϕ, vz = ΩzZ sinϕ,

vx = v⊥ cos θ, vy = −v⊥ sin θ, ãäå Ωz = (2E⊥/mi)
1/2/L è Z � ÷àñòîòà è àì-

ïëèòóäà áàóíñ-êîëåáàíèé. Äâèæåíèå èîíîâ âäîëü íåâîçìóùåííîé òðàåêòî-

ðèè â ýòèõ ïåðåìåííûõ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè z̆ = Z cos[ϕ − Ωzτ ],

v̆x = vx cos[∆θ[τ ]], v̆y = −vy sin[∆θ[τ ]], ∆θ = Ωci0τ + (Z2/L2)(2Ωzτ +

sin[2(Ωzτ − ϕ)] + sin[2ϕ])Ωci0/(4Ωz). Òàêèì îáðàçîì,

G
(i)
1± =

iω2
pihm

4ω2T⊥

√
m3A

8π3T 3
⊥

∞∫
0

dΩ2
zΩ

4
z

∞∫
0

dZ Z exp

(
− m

2T⊥
Ω2
z(L

2 +AZ2)

)
2π∫

0

dϕe−ikZ cosϕ

(
AkZL2 sinϕ± Ωci0

Ωz
(L2 +AZ2 cos2 ϕ)+

+i
AZ2 sin[2ϕ]

2(1 + k2Z2 cos2 ϕ)

)
(L2 +AZ2 cos2 ϕ)3/2 ×

×
0∫

−∞

dτ(L2 +AZ2 cos2(φ− Ωzτ))1/2eik
′Z cos[φ−Ωzτ ]−iωτ±i∆θ. (66)

Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ρ̆ =
√

2T⊥/(mΩ2
ci0)l

2, k̆ = k/l,

ω̆ = ω/|Ωci0|, sΩ = ± sign[ Ωci0], t = Ωzτ , u = Z/l (l = L/
√
A � ðàçìåð

íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû), r̆ = Ωz

√
A
√

1 + u2/(ρ̆|Ωci0|), a = 1/
√
A è îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ ξ[r̆, u, a, ρ̆] =
√

1 + u2/(aρ̆r̆) = |Ωci0|/Ωz (äàëåå ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ÷àñòîòà ëàðìîðîâñêîãî âðàùåíèÿ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ÷àñòîòó áàóíñ-
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êîëåáàíèé, ξ � 1). Â áåçðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ âûðàæåíèå äëÿ G
(i)
1± åñòü

G
(i)
1± =

ω2
pic

ω2

L√
A
g

(i)
1 , g

(i)
1 =

i

2π3/2a2

∞∫
0

udu

(1 + u2)5/2

∞∫
0

dr2r3e−r
2

Iϕ,

Iϕ =

2π∫
0

dϕ

(
k̆u sinϕ+ sΩa

2ξ(1 + u2 cos2 ϕ) + i
a2u2 sin[2ϕ]

2(1 + a2u2 cos2 ϕ)

)
×

×(1 + a2u2 cos2 ϕ)3/2e−ik̆u cosϕ

0∫
−∞

dt(1 + a2u2 cos2[ϕ− t])1/2 ×

×eik′z cos[ϕ−t]−iξω̆t+isΩξ(1+a2u2/2)t+isΩa
2u2ξ(sin[2ϕ]+sin[2(t−ϕ)])/4. (67)

Äàííîå âûðàæåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè áîëüøîé

àíèçîòðîïèè, a ≡ A−1/2 � 1, êîãäà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ñëàáî èçìåíÿåò-

ñÿ íà ðàçìåðå ïëàçìû. Îïóñêàÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà a2 â ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûõ

ìíîæèòåëÿõ, íî ñîõðàíÿÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà a2ξ, ïðåîáðàçóåì âíóòðåííèé èí-

òåãðàë ïî ϕ è t:

Iϕ = −i
2π∫

0

dϕe−ik̆u cosϕ+iΨ[ϕ] d

dϕ

(
−ik̆u cosϕ+ Ψ[ϕ]

)
×

×
0∫

−∞

dte−iξ∆ωt+ik̆
′u cos[t−ϕ]+iΨ[t−ϕ], (68)

ãäå ∆ω = ω̆ − sΩ(1 − a2), x = sΩξa
2u2/4, Ψ[ϕ] = 2x(2/u2 + 1)ϕ + x sin[2ϕ].

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì ïî ϕ è t, ïîëó÷èì

Iϕ = −2πiJ0[(k̆ − k̆′)u] +

+ξ∆ω

2π∫
0

dϕe−ik̆u cosϕ+Ψ[ϕ]

o∫
−∞

dte−iξ∆ωt+ik̆
′u cos[t−ϕ]+iΨ[t−ϕ]. (69)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå exp[ix sinϕ] =
∑∞

n=−∞ Jm[x] exp[imϕ], çàïèøåì Iϕ â
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âèäå

Iϕ = −2πiJ0[(k̆ − k̆′)u] +

+2πiξ∆ω
∞∑

n,n′,m,m′=−∞

(−i)n−n′Jn[k̆u]Jn′[k̆
′u]Jm[x]Jm′[x]δn+2m,n′+2m′

ξ(ω − sΩ(1− a2))− 2x(2/z2 + 1)− n− 2m
. (70)

Ââåäåì ôóíêöèþ Jn(x, y) =
∑∞

m=−∞ Jm(x)Jn+2m(y), òîãäà

Iϕ = −2πiJ0((k̆ − k̆′)u) +

+2πiξ∆ωu2
∞∑

n=−∞

Jn(x, k̆u)Jn(x, k̆′u)

4x{sΩ∆ω/a2 − (1 + u2/2)} − nu2
. (71)

Â ñëó÷àå a � ρ̆ � 1 ôóíêöèÿ ξ(r̆, u, aρ̆) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

a2ξ � 1, è âûðàæåíèå x = sΩξa
2u2/4 ìàëî �ïî÷òè âñþäó�. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè âû÷èñëåíèè g
(i)
1 îñíîâíîé âêëàä â ñóììå (71) äàåò ñëàãàåìîå ñ n = 0, â

êîòîðîì J0(x, k̆u) ìîæíî çàìåíèòü íà J0(0, k̆u) = J0(k̆u). Îñòàëüíûå ñëàãà-

åìûå âàæíû â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ, ãäå x(r̆, u) áëèçêî ê ðåçî-

íàíñíîìó çíà÷åíèþ

xr(u) =
1

4

nu2

sΩ∆ω/a2 − (1 + z2/2)
, (72)

îáðàùàþùåìó çíàìåíàòåëü â n-ì ñëàãàåìîì (71) íîëü. Ïîýòîìó ïåðâûé àð-
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ãóìåíò ôóíêöèé Jn(x, k̆u) ìîæåò áûòü âñþäó çàìåíåí íà xr. Òàêèì îáðàçîì,

g
(i)
1 =

1 + |k̆ − k̆′|
4ω̆a2

e−|k̆−k̆
′| − 2∆ω√

πa2

∞∑
n=−∞

∞∫
0

uJn(xr, k̆u)Jn(xr, k̆
′u)du

(1 + u2)5/2
×

×
∞∫

0

dr̆r̆4 exp(−r̆2)

sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆ − naρ̆r̆√
1+u2

=

=
1 + |k̆ − k̆′|

4ω̆a2
e−|k̆−k̆

′| − 3∆ω

4a2

∞∫
0

uJ0[k̆u]J0[k̆
′u]

(1 + u2)5/2(sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆)
−

− 4∆ω√
πa2

∞∑
n=1

∞∫
0

uJn(xr, k̆u)Jn(xr, k̆′u)du

(1 + u2)5/2
×

×
∞∫

0

dr̆r̆4e−r̆
2 sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆
(sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆)2 − n2a2ρ̆2r̆2/(1 + u2)

. (73)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå X =
√

1 + u2(ω̆ − sΩ{1 + a2u2/2})/(aρ̆), òîãäà

g
(i)
1 =

1 + |k̆ − k̆′|
4ω̆a2

e−|k̆−k̆
′| +

3∆ω

4a3ρ̆

∞∫
0

uJ0(k̆u)J0(k̆
′u)

(1 + u2)2X
+

∆ω

a2

∞∑
n=1

1

a2n2ρ̆2
×

×
∞∫

0

uJn[xr, k̆u)Jn(xr, k̆′u)

(1 + u2)3/2
(sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆)

(
2
X2

n2
h[X/n]− 1

)
=

=
1 + |k̆ − k̆′|

4ω̆a2
e−|k̆−k̆

′| +
3∆ω

4a3ρ̆

∞∫
0

uJ0[k̆u]J0[k̆
′u]

(1 + u2)2X
+

+
∆ω

a3ρ̆

∞∑
n=1

∞∫
0

uJn(xr, k̆u)Jn(xr, k̆′u)

(1 + u2)2X
h(X/n), (74)

ãäå h(x) = −2
√
πx5e−x

2

( er� (x)− i) + 2x4 + 2x2.

Ïðè ω ∼ Ωci è ωpi � Ωci âêëàä õîëîäíîé ïëàçìû â äèýëåêòðè÷åñêóþ

ïðîíèöàåìîñòü ðàâåí ε
(c)
αβ ≈ −ω2

pi/(ω
2−Ω2

ci)(δαβ−hαhβ)+{1−ω2
pe/ω

2}hαhβ +

i{ω2
piω/((ω

2−Ω2
ci)Ωci)}εαβγhγ, ãäå ~h åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ìàãíèòíîãî
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ïîëÿ. Âêëàä â ýëåêòðè÷åñêóþ èíäóêöèþ D
(c)
α = ε

(c)
αβEβ ðàâåí

D
(c)
± (z) =

ω2
pi

Ωci(Ωci ± ω)
E±(z). (75)

Â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè

D
(c)
± (k) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dk′du

2π
ei(k−k

′)unc(u)

nh0

ω2
pi0/Ωci(u)2

1± ω/Ωci(u)
E±(k′). (76)

Âêëàä õîëîäíûõ ýëåêòðîíîâ â äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ïðè

ω ∼ Ωci ðàâåí ε
(e)
αβ ≈ −(ω2

pe/ω
2)hαhβ − i(ω2

pe/(ωΩce))εαβγhγ.

Âêëàä â ýëåêòðè÷åñêóþ èíäóêöèþ

D
(e)
± (z) = ±

ω2
pe

ωΩce
E±(z) = −

ω2
pic

ω|Ωci|
sΩ

1 +Az2/L2
E±(z). (77)

Ôóðüå-ðàçëîæåíèå äàåò

D
(e)
± (k) =

ω2
pi0

ω|Ωci|

∞∫
−∞

dk′
∞∫

−∞

dz

2π
ei(k−k

′)z sΩ

1 +Az2/L2
E±(k′) =

=
ω2
pi0

ω2

L√
A

∞∫
−∞

dk′g(e)
(
kL/
√
A, k′L/

√
A
)
E±(k′), (78)

ãäå ýëåêòðîííûé âêëàä â äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü g(e)(k̆, k̆′) =

sΩω̆e
−|k̆−k̆′|/2.

Îáúåäèíÿÿ âêëàäû ýëåêòðîíîâ è èîíîâ, ïîëó÷èì âûðàæåíèå (19).
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Ïðèëîæåíèå 2

Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè îòðàæåíèè îò-

íîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0, ñîáñòâåííûå ìîäû ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñèììåò-

ðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå E±(−z) = ±E±(z). Àíàëîãè÷íî ìîæíî êëàñ-

ñèôèöèðîâàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20). Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî èíòåãðàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà ñóììó g±(k̆, k̆′) = gs∓(k̆, k̆′) + ga±(k̆, k̆′), ãäå

gs±(k̆, k̆′) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêîâ ëþáîãî èç ñâîèõ àðãóìåí-

òîâ, à ga±(k̆, k̆′) àíòèñèììåòðè÷íî. Èç (19) ìîæíî íàéòè ÷åòíóþ

gs±[k̆, k̆′] = −δ(k̆−) + δ(k̆+)

2A
− 1− 1/A± ω/Ωci −A/2

4

(
e−|k̆−| + e−|k̆+|

)
+

+
A
8

(
|k̆−|e−|k̆−| + |k̆+|e−|k̆+|

)
− (ω ∓ Ωci(1−

1

A
))

3A3/2

4ρ̆

∞∫
0

uJ0(k̆u)J0(k̆
′u)du

(1 + u2)2X
+

+

(
ω ∓ Ωci(1−

1

A
)

) ∞∑
n=1

A3/2

2nρ̆

∞∫
0

uJ2n(xr, k̆u)J2n(xr, k̆
′u)du

(1 + u2)2
h

(
X

2n

)
,

è íå÷åòíóþ

ga±[k̆, k̆′] = −δ[k̆−]− δ[k̆+]

2A
− 1− 1/A± ω/Ωci −A/2

4

(
e−|k̆−| − e−|k̆+|

)
+

+
A
8

(
|k̆−|e−|k̆−| − |k̆+|e−|k̆+|

)
+

(
ω ∓ Ωci(1−

1

A
)

)
×

×
∞∑
n=1

A3/2

(2n+ 1)ρ̆

∞∫
0

uJ2n+1(xr, k̆u)J2n+1(xr, k̆
′u)du

(1 + u2)2
h

(
X

2n+ 1

)

÷àñòè ÿäðà îïåðàòîðà, çäåñü k̆± = k̆ ± k̆′.

Òîãäà óðàâíåíèå (20) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä äëÿ ñèììåòðè÷íûõ
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è àíòèñèììåòðè÷íûõ ïîëåé Es
±(k̆) è Ea

±(k̆):

∞∫
0

gs,a± (k̆, k̆′)Es,a
± (k̆′)dk̆′ =

ρ̆2

2β⊥

((
k̆2 +

k̆2
⊥
2

)
Es,a
± (k̆)− k̆2

⊥
2
Es,a
∓ (k̆)

)
. (79)

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (79) âìåñòî ñèñòåìû (20) ïîçâî-

ëÿåò â ÷åòûðå ðàçà ñîêðàòèòü ÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ g(k̆, k̆′)

è â äâà ðàçà óìåíüøèòü ÷èñëî îáðàùåíèé ê ôóíêöèè Áåññåëÿ è ôóíêöèè

er� (x).

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (79) óäîáíî îò E±(k̆) ïåðåéòè ê

ôóíêöèÿì Y±(k̆) = E±(k̆)
√
k̆2 + k̆2

⊥/2. Ðàçîáüåì èíòåðâàë ïî k̆ íà n ðàâíûõ

ïðîìåæóòêîâ, k̆i = −k̆max + 2k̆max(i + n − 1)/(2n − 1), îáîçíà÷èì gi,j± =

g±(k̆i, k̆j)/
√

(k̆2
i + k̆2

⊥/2)(k̆2
j + k̆2

⊥/2) è Y i
± = Y±(k̆i). Ïðèáëèæåííî çàìåíÿÿ

èíòåãðèðîâàíèå ñóììèðîâàíèåì, ïîëó÷èì

∆k̆

 gi,j+ 0

0 gi,j−

 Y j
+

Y j
−

 =
ρ̆2

2β⊥

 δij − k̆2
⊥

2k̆2
j+k̆2

⊥
δij

− k̆2
⊥

2k̆2
j+k̆2

⊥
δij δij


 Y j

+

Y j
−

 ,

∆k̆

 (2k̆2
i+k̆2

⊥)2

4k̆2
i (k̆2

i+k̆2
⊥)
δik

2k̆2
i k̆

2
⊥+k̆4

⊥
4k̆2
i (k̆2

i+k̆2
⊥)
δik

2k̆2
i k̆

2
⊥+k̆4

⊥
4k̆2
i (k̆2

i+k̆2
⊥)
δik

(2k̆2
i+k̆2

⊥)2

4k̆2
i (k̆2

i+k̆2
⊥)
δik

 gi,j+ 0

0 gi,j−

 Y j
+

Y j
−

 =
ρ̆2

2β⊥

 Y k
+

Y k
−

 ,(80)

ãäå ∆k̆ = 2kmax/(2n− 1) = k̆i+1− k̆i. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñè-

ñòåìû (79) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé ñèììåòðè÷íîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû. Èçìåíÿÿ Re [ω], ìîæíî íàéòè

çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îò ÷àñòîòû ïðè ôèêñèðîâàííûõ àíèçî-

òðîïèè, ïîïåðå÷íîì âîëíîâîì âåêòîðå, ëàðìîðîâñêîì ðàäèóñå è èíêðåìåíòå

íåóñòîé÷èâîñòè. Îáðàùåíèþ ìíèìîé ÷àñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â íîëü ñî-

îòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèå ñîáñòâåííîé ìîäû, îòêóäà ìîæíî íàéòè åå ÷àñòîòó,

β⊥, ïðè êîòîðîì îíà ñóùåñòâóåò è ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ïîëåé. Ìîäà

ñ ìèíèìàëüíûì β⊥ îïðåäåëÿåò ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè.
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Ïðèëîæåíèå 3

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íà òðàåêòîðèè ÷àñòèöû

Ðåçîíàíñíûå ÷àñòèöû ðàñïîëàãàþòñÿ â îáëàñòè M ≈ α/2. Èç âûðà-

æåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H = (M− α/2)2 + 2w
√

2M0 cos Φ− α2/4 âèäíî,

÷òî íà òðàåêòîðèè ðåçîíàíñíîé ÷àñòèöûM îòêëîíÿåòñÿ îò α/2 íà âåëè÷èíó

ïîðÿäêà
√
w, ïðè ýòîì H + α2/4 < 2w

√
2M0 = 2w

√
α.

Â âûðàæåíèè äëÿ ïåðèîäà äâèæåíèÿ

T = 2

Mmax∫
Mmin

dM√
8w2M− (H−M2 + αM)2

(81)

óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿM = α/2 +
√

2wα1/4y, è

çàìåíèòü H = 2w
√
αh− α2/4, òîãäà

T =

ymax∫
ymin

2

(2w
√
α)−1/2dy

√
1 + 2

√
2wα−3/4y − (h− y2)2 ≈

≈
y+∫
y−

2(2w
√
α)−1/2dy√

(y − y−)(y+ − y){2 + (2 + (y+ + y−)2)(1− 2h) + (2y + y+ + y−)2}
,

ãäå y± = ±
√
h+ 1 +

√
w/(
√

2α3/4) ∓ w(2h + 1)/(4α3/2
√
h+ 1) + O(w3/2).

Çàìåíà ïåðåìåííîé y = (y+ + y−)/2 + z(y+− y−)/2 ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò

çàâèñèìîñòè ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ îò w. Ðàñêëàäûâàÿ ïîäûíòåãðàëüíîå

âûðàæåíèå ïî w è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì

T =
8

α1/4
√
w

(
K

(
h+ 1

2

)
− w

4α3/2(h2 − 1)
×

×
{

2(4h2 − 3)E

(
h+ 1

2

)
− (4h2 − 3− h)K

(
h+ 1

2

)}
+O(w2)

)
. (82)

Çäåñü K(x) =
∫ 1

0 dy/
√

(1− y2)(1− xy2) è E(x) =
∫ 1

0 dy
√

1− xy2/
√

1− y2 �

ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà.
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Ïîñëå àíàëîãè÷íûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî íàéòèM èM2 íà ðåçîíàíñíûõ

òðàåêòîðèÿõ:

M =
α

2
+

w√
α

(
2
E(h/2 + 1/2)

K(h/2 + 1/2)
− 1

)
+O(w2),

M2 =
α2

4
+ w
√
α

(
6
E(h/2 + 1/2)

K(h/2 + 1/2)
+ 2h− 3

)
+O(w2). (83)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå 2w
√

2M cos Φ = (H−M2 + αM) = 2wh
√
α−

(M− α/2)2 = 2wh
√
α− {M2 − α2/4− α(M− α/2)}, íàéäåì

√
2M cos Φ =

√
α

(
1− 2

E(h/2 + 1/2)

K(h/2 + 1/2)

)
+O(w). (84)

Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ ïî òðàåêòîðèè íåðåçîíàíñíîé ÷àñòèöû ñ÷è-

òàåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ëåæèò äàëåêî îò ñåïàðàòðèñû, |2M0 − α| � wM0. Â

âûðàæåíèè äëÿ ïåðèîäà äâèæåíèÿ (81) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé M =

M0 + wy, ãäåM0 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì H =M2
0 − αM0, òîãäà

T = 2

y+∫
y−

dy√
8M0 + 8wy − y2(2M0 − α + wy)2

=

=

y+∫
y−

2dy {(y+ − y)(y − y−)×

×
(
8w2(M0 − 2α)/(2M0 − α)2 + (2M0 − α + wy)2

)}−1/2
+O(w4), (85)

Çäåñü y± = ±2
√

2M0{1−w2(4M2
0−8M0α−α2)/(M0(2M0−α)5)}/(2M0−

α)− 4wα/(2M0 − α)3 +O(w3). Ïðîèçâåäÿ çàìåíó y = (y+ − y−)z/2 + (y+ +

y−)/2, ïîëó÷èì

T =

1∫
−1

2dz√
1− z2

{
8w2(M0 − 2α)/(2M0 − α)2+

+(2M0 − α + w(y+ − y−)z/2 + w(y+ + y−)/2)2
}−1/2

+O(w4). (86)
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Ðàçëàãàÿ ïî w, íàéäåì

T =
π

|2M0 − α|
+

12πw2α

|2M0 − α|5
+O(w4). (87)

Ïîñëå àíàëîãè÷íûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì

M =M0 −
4w2(α +M0)

(2M0 − α)3
+O(w4), M2 =M2

0 −
12w2αM0

(2M0 − α)3
+O(w4).(88)

Èç ñîîòíîøåíèÿ 2w
√

2M cos Φ = (H + α2/4) − (M− α/2)2 = (M0 −

α/2)2 − (M− α/2)2 ñëåäóåò, ÷òî íà íåðåçîíàíñíîé òðàåêòîðèè

√
2M cos Φ =

2wα

(2M0 − α)2
+O(w3). (89)
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Ïðèëîæåíèå 4

Óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ èîíîâ

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö óäîáíî ïåðåéòè ê ïåðåìåí-

íûìM, α, H. ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ dMdαdΦ = {8w2M− (H −M2 +

αM)2}−1/2dMdαdH. Òàêèì îáðàçîì,∫
fdMdαdΦ =

∫
T (H, α)fdHdα, (90)

ãäå f è T îáîçíà÷àþò ñðåäíåå ïî òðàåêòîðèè è ïåðèîä äâèæåíèÿ ïðè çàäàí-

íûõ H è α.

Â ïðåäåëå |1−ω/Ωci| � 1 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö

(54) óïðîùàåòñÿ:

F = τdS0H(hinj − h)
G′(hinj)

2G(hinj)

(
α

αinj

)τd/(2τex)−3/2

δ

(
α
G(hinj)

G(h)
− αinj

)
. (91)

Ïëîòíîñòü ÷àñòèö (èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèåG′(h) = 2G3/4K(h/2+1/2))

ðàâíà

∫
FdMdΦdα =

∞∫
−∞

dα

1∫
−1

dh(2w
√
α)

8

α1/4
√
w
K(h/2 + 1/2)F =

= 8τdS0

√
w
G′(hinj)

G(hinj)

hinj∫
−1

dh

(
αinj

G(h)

G(hinj)

)1/4
G′(h)

2G3/4

(
G(h)

G(hinj)

)τd/(2τex)−1

=

= 4τdS0

√
w
α

1/4
injG

′(hinj)

G(hinj)3/4

hinj∫
−1

dh
G′(h)

G(hinj)

(
G(h)

G(hinj)

)τd/(2τex)−1

=

= 8τexS0

√
w
α

1/4
injG

′(hinj)

G(hinj)3/4
= 16τex

√
wS0α

1/4
injK(hinj/2 + 1/2).(92)
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Îòêëîíåíèå ñðåäíåãî ïðîäîëüíîãî èìïóëüñà îò 1− ω/Ωci∫
(M− α/2)FdMdΦdα =

=

∞∫
−∞

dα

1∫
−1

dh
16w3/2

α1/4
{2E(h/2 + 1/2)−K(h/2 + 1/2)}F =

= 8S0w
3/2G

′(hinj)

G(hinj)

hinj∫
−1

(
αinjG(h)

G(hinj)

)−1/4(
G(h)

G(hinj)

)τd/(2τex)−1/2

×

×{2E(h/2 + 1/2)−K(h/2 + 1/2)}. (93)

Ñðåäíèé ïîïåðå÷íûé òîê ðàâåí ∫ √
2M cos ΦFdMdΦdα =

=

∞∫
−∞

dα

1∫
−1

dh(16
√
wα3/4){K(h/2 + 1/2)− 2E(h/2 + 1/2)}F =

= 8S0

√
w
G′(hinj)

G(hinj)

hinj∫
−1

(
αinjG(h)

G(hinj)

)3/4(
G(h)

G(hinj)

)τd/(2τex)−1/2

×

×{K(h/2 + 1/2)− 2E(h/2 + 1/2)}. (94)

Ïðè óñðåäíåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö òàêæå óäîáíî ïå-

ðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî òðàåêòîðèÿì, fdMdΦdα = fT (H, α)dHdα. Ïðè

ýòîì óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó H = M2
0 − αM0, dH = (2M0 − α)dM0 =

2πT (H, α)−1dM0.

Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (51) ðàâ-

íà ∫
FdMdΦdα =

πS0

Minj

Minj∫
0

(
M0

Minj

)τd/(2τex)−1

dM0 +O(w2) =

= 2πS0
τex
τd

+O(w2), (95)
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Ââîäÿ ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü èíæåêöèè V‖inj = (Minj−αinj/2+ω/Ωci−

1)Ωci/k, íàéäåì ñðåäíþþ ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü èîíîâ∫
(M− α/2 + ω/Ωci − 1)FdMdΦdα =

=
πS0

Minj

kV‖inj
Ωci

Minj∫
0

(
M0

Minj

)τd/(2τex)−1/2

dM0 +O(w2) =

= 2πS0
τex

τd + τex

kV‖inj
Ωci

. (96)

Îáîçíà÷àÿ u = (ω − Ωci)/(kV‖inj), çàïèøåì ïîïåðå÷íûé òîê∫ √
2M cos ΦFdMdΦdα =

πwS0

Minj
×

×
Minj∫
0

2M0 − (
√
M0/Minj − u)kV‖inj/Ωci

(kV‖inj/Ωci)2(
√
M0/Minj − u)2

(
M0

Minj

)τd/(2τex)−1

dM0 =

2πwS0

1∫
0

Minjx
2 − (kV‖inj/Ωci)(x− u)

(kV‖inj/Ωci)2(x− u)2
xτd/τex−1dx =

2πwS0

(
Minj

2F1(2, τd/τex + 2; τd/τex + 3; 1/u)

(ω/Ωci − 1)2(τd/τex + 2)
−

− τex
τd

2F1(1, τd/τex; τd/τex + 1; 1/u)

ω/Ωci − 1

)
. (97)

Çäåñü 2F1(a, b; c;x) åñòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
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